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Abstract: We analyze two fundamental premises of the Kochen-Specker theorem: a) the functionality
condition FUNC, which expresses the fact that not all observables are independent, nor are the values
assigned to them, and b) the issue of the identity of projectors in different measurement contexts. We
show that the non-deterministic semantics of Nmatrices and the theory of gsets Q can complement
each other by providing an appropriate semantics for the lattice of quantum projectors. Considering
valuations that are not homomorphisms and admitting the possibility of having indistinguishable (non-
identical) projectors, we establish the basis for a semantics for quantum logic, motivated by an ontology
of non-quantum individuals, in which one cannot arrive at the Kochen-Specker paradox.
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Resumen: Analizamos dos presupuestos fundamentales del Teorema de Kochen-Specker: a) la condicién
de funcionalidad FUNC, que expresa el hecho de que no todos los observables son independientes,
como tampoco lo son los valores asignados a ellos, y b) la cuestién de la identidad de los proyectores
en diferentes contextos de medicién. Mostramos que las seménticas no deterministas de Nmatrices y
la teoria de gsets Q pueden complementarse brindando una semantica adecuada para el reticulo de
proyectores cuanticos. Considerando valuaciones que no son homomorfismos y admitiendo la posibilidad
de contar con proyectores indiscernibles (no idénticos), establecemos las bases de una semdntica para la
l6gica cudntica, motivada en una ontologia de no individuos cuénticos, en la cual no puede arribarse a la
paradoja de Kochen-Specker.
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Nmatrices cudnticas, cuasiconjuntos y el teorema de Kochen-Specker

1. INTRODUCCION

El teorema de Kochen-Specker (1990) representa una de las piedras angulares
de las interpretaciones de la Mecénica cuantica. Este teorema impide (entre otras
cosas) que el reticulo de proyectores cudnticos (l6gica cudntica) admita una semantica
veritativo funcional. Este teorema demuestra la imposibilidad de atribuir valores
precisos a todos los observables de un sistema cuantico simultdneamente, preservando
al mismo tiempo las relaciones funcionales entre observables compatibles: a qué
observables se les pueden atribuir valores precisos es algo determinado por el contexto
de medicién. Lo anterior suele expresarse diciendo que de existir variables ocultas en la
mecénica cudntica, las mismas deben ser contextuales.

Las teorias de variables ocultas que hoy en dia se conocen, como la Mecéanica
bohmiana, no verifican algunos de los presupuestos del teorema. Existen varias formas
de enunciar el teorema de Kochen-Specker: en este trabajo, nos centraremos en analizar
dos de estas formulaciones. Consideramos que tal anélisis serd de interés para los
fundamentos de la fisica cuantica.

Por un lado, uno de los presupuestos que estudiaremos se conoce como con-
dicién FUNC. Este presupuesto impide que el reticulo cuantico admita valuaciones
funcionales. Por lo tanto, una estrategia posible consiste en implementar una seman-
tica no determinista para el reticulo de proyectores. Esta linea fue la elegida en (14),
permitiendo una caracterizacién novedosa de los estados cuanticos como valuaciones
de una Nmatriz cudntica. Siguiendo por este camino, en (15; 16), se present6 una
nueva prueba de imposibilidad de asignar valuaciones funcionales a la l6gica cuantica
utilizando el concepto de adecuacién de la seméntica de Nmatrices. Completando esta
linea de investigacién, en (17) se propusieron Nmatrices fundadas en la axiomatica de
quasets (QST), a la vez que se establecieron fuertes vinculos entre QST y la teoria de
Rough Sets (RST). Por lo tanto, la linea desarrollada a partir del presupuesto FUNC
no solo articulé campos antes inconexos, sino que abrié nuevas lineas de investigaciéon
que hoy se mantienen activas.

Por otro lado, un presupuesto generalmente no tenido en cuenta en la con-
tradiccion del teorema de Kochen-Specker (contradicciéon KS) es la identidad de los
proyectores en diferentes contextos. Es decir, se presupone que los proyectores son en-
tes con identidad que pueden ser reidentificados en diferentes contextos. Este tema se
vincula directamente con el lenguaje 16gico que esta detras del formalismo de espacios
de Hilbert: la Légica Clésica de primer orden con identidad (LPO), que provoca que
los operadores del Hilbert sean entes con identidad, es decir, individuos. Este camino
ha sido tratado en (7).

En el presente articulo, analizamos ambos presupuestos y proponemos una
seméantica fundada en gsets para evitar la contradiccién KS. Abordar estos presupuestos
es filoséficamente relevante por varios motivos. La condicion FUNC separa aguas en
las teorias cudnticas. Como dijimos, la mecénica de David Bohm (Mecanica bohmiana)
es una teoria empiricamente equivalente a la Mecdnica cuéntica tradicional, pero en la
cual no se cumple FUNC. Esto es, a través de este presupuesto, queda de manifiesto
la subdeterminacion tedrica por parte de la evidencia empirica (24). Desde el punto
de vista de la filosofia de la l6gica, FUNC representa el limite entre las valuaciones
funcionales y la no veritativo funcionalidad en el marco de las teorias fisicas. FUNC nos
conduce de forma directa a formalismos como el de las seménticas no deterministas.
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Este no determinismo semantico, a su vez, se puede vincular con el indeterminismo
ontolégico y las discusiones metafisicas de la fisica cuédntica. Por lo tanto, el andlisis de
FUNC repercute sobre un amplio abanico de temas l6gico-filoséficos.

La relevancia que tiene la identidad l6gica a nivel metafisico ha quedado
explicitada para el caso de la Mecénica cudntica en la extensa bibliografia de Décio
Krause (ver citas a lo largo del articulo). En esta direccién, nuestro estudio se centrard
en el rol que la identidad tiene en los proyectores de los espacios de Hilbert. Que nos
centremos en los proyectores se debe a que los mismos forman el lenguaje proposicional
de la l6gica cuéntica. Es decir, vamos a centrarnos en la importancia que tiene contar
con un lenguaje proposicional con variables que realmente sean variables de individuo
a la hora de llegar a contradicciones que limiten las semdnticas para nuestro reticulo
de proyectores cudnticos.

Hay que alertar al lector que la eleccién de los proyectores del Hilbert como
lenguaje 16gico proposicional, aunque representa la eleccién estdndar, no estd exenta
de dificultades. En un articulo de 1970, Heelan argumenta que la légica cudntica,
entendida como la l6gica de las proposiciones experimentales, es errénea (10). Su
argumento cuestiona la legitimidad de la identificacién inicial de los subespacios
(cerrados) del Hilbert con las proposiciones experimentales. El problema radica en
que la correspondencia entre proposiciones experimentales y subespacios (cerrados)
no es biunivoca. Dado un subespacio S, no existe una tinica proposiciéon experimental
asociada a él, ya que este formalismo no cuenta con una base 1:>1rivilegiada.1 Es decir, la
contextualidad es la responsable de que esta asignacién no sea univoca (recomendamos
la dltima seccién de (34) al lector interesado). A pesar de este inconveniente, nuestro
trabajo seguira la linea tradicionalmente elegida.

Histéricamente, la indiscernibilidad estuvo asociada a las particulas cudnticas,
que respetan estadisticas especiales como las de Bose-Einstein y Fermi-Dirac, en vez
de la estadistica clasica de Boltzmann. Esta indiscernibilidad entre particulas (subs-
tratums) es la que captura el formalismo original de cuasiconjuntos con atomos (Q).
En nuestro caso, hablaremos de indiscernibilidad de los proyectores del Hilbert, que
estan asociados con proposiciones o propiedades de nuestro sistema. Es por esta razén
que nos apoyaremos en una teoria de cuasiconjuntos sin dtomos (Q7), que captu-
ra mejor una ontologia de propiedades indistinguibles. En esta ontologia, no existe
ningln substratum y los sistemas cudnticos estdn asociados a Bundles o paquetes de
propiedades. De esta manera, la indistinguibilidad que nos interesa no se relaciona con
la peculiaridad de las estadisticas cudnticas, sino con la contextualidad manifestada
por el teorema de Kochen-Specker. Por lo tanto, el lector debe prestar atencién a tal
aplicacion de la indiscernibilidad al nivel de los proyectores, en vez de al nivel de
particulas.

Las conclusiones a las que arribemos tendran fuertes implicaciones sobre
dominios como, por ejemplo, ontologias de propiedades indiscernibles al estilo Inter-
pretacion Modal Hamiltoniana (27), la filosofia de los lenguajes 16gicos en general, ya
que nuestro trabajo abre las puertas al estudio de lenguajes con variables proposicio-
nales indiscernibles, los formalismos Nmatriciales, brindando nuevas posibilidades
semanticas, etc. Uno de los principales aportes de este articulo es brindar argumentos

1 Esta dificultad podria ser encarada dentro del formalismo de la Interpretacién Modal Hamilto-

niana, donde existe una base privilegiada asociada al hamiltoniano del sistema cuéntico.
2 Agradezco a uno de los revisores anénimos por sugerir que tal dificultad sea explicitada.
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ontolégico-matematicos a favor del uso de lenguajes con variables proposicionales
indiscernibles en el marco de la fisica cudntica. Esta nueva libertad en el lenguaje, apo-
yada sobre funciones/valuaciones fundadas en la teoria de casi-conjuntos, mostrara un
nuevo camino para evitar la paradoja KS. Es decir, contar con variables proposicionales
indiscernibles permite utilizar valuaciones (en el marco de Q7 ) que asignen valores
de verdad indiscernibles, pero no idénticos. Esto permite evitar la contradiccién, que
surge por asignar el mismo valor de verdad a dos proposiciones cuédnticas en diferentes
contextos.

2. FUNDAMENTOS TEORICOS: £~ Y NMATRICES

En esta seccién, presentamos la teoria de casi-conjuntos sin &tomos Q~y la
seméntica Nmatricial.> Ambas son herramientas de importancia a la hora de tratar
los presupuestos nombrados. Los casi-conjuntos nos permiten un acercamiento a la
problemadtica sin el presupuesto de la identidad y las Nmatrices permiten trabajar sin
tener en cuenta FUNC. Aunque en el presente trabajo estas herramientas se tratardn
de forma separada, nuestro objetivo a medio plazo es contar con Nmatrices fundadas

en 0.

2.1 $Q7: jUNA TEOR{A DE CUASICONJUNTOS SIN ATOMOS?

La teoria 9 (9) encierra dos tipos de dtomos: M-atomos y m-atomos. Los M-
atomos desempenian el papel de los urelementos de Zermelo y para ellos vale la teorfa
usual de la identidad. En la interpretaciéon pretendida, los m-atomos son el correlato
formal de los entes cudnticos, bajo la hipé6tesis de que el concepto usual de identidad
de la Légica Clasica no vale para ellos. Los g-conjuntos son aquellas cosas que no son
atomos y, entre ellos, existen algunos que validan los axiomas usuales de ZFA; los
llamamos conjuntos. Asi, hay g-conjuntos que son conjuntos y otros que no lo son. Tanto
unos como otros pueden admitir un cardinal, que llamamos casi-cardinal (q-cardinal).
Estos q-cardinales, introducidos como una nocién primitiva son cardinales construidos
por medio de conjuntos (en las versiones anteriores con dtomos), y sabemos que
la manera usual de definir cardinales es por medio de ordinales (13). Este fue de
hecho un inconveniente para £ y funcioné como motivacién para la nueva teorfa sin
atomos. La teorfa sin 4tomos viene a solucionar dos criticas realizadas a Q: a) que
necesariamente debe contar con 4tomos o urelementos para diferenciarse de ZF* b)
que sus g-cardinales, al ser introducidos de forma primitiva como ordinales de ZF,
permitirfan discernir los elementos de los gsets a través del orden impuesto por este
ordinal limite (ver discusién en (22)).

£~ es una teorfa de casi-conjuntos sin &tomos (la teoria Q™ es £ sin los 4tomos).
Para formular la teoria Q~, postularemos la existencia de un universo B (Bereich,
segln terminologia de Zermelo) cuyos elementos son entidades de dos tipos: los casi-
conjuntos, o q-conjuntos, y los casi-cardinales, o solamente g-cardinales. Los conjuntos son
casi-conjuntos particulares para los cuales vale la Teoria Clasica de la Identidad (TCT).

3 Casi-conjunto es la primera denominacién que recibieron los quasi-conjuntos por parte del

Profesor Newton da Costa. En honor a él, se denominaron de esa manera al presentar la teoria sin d&tomos
en (22).
4 Recordemos que la teoria de quaset QST de (6) se separa de ZF sin la necesidad de contar con

atomos.



Juan Pablo Jorge y J. Acacio de Barros

Usaremos dos tipos de variables individuales: x,y, z, . . . para conjuntos y g-conjuntos,
pudiendo utilizarse predicados unarios S y Q para distinguirlos respectivamente,
y m,n,p,... para los g-cardinales. Los conjuntos son g-conjuntos, pero no vale la
reciproca. Para los g-conjuntos que no son conjuntos, no se aplica la teoria usual de la
identidad (TCI), sino una relacién mas débil, llamada indiscernibilidad. Esta nocién es
representada por un predicado diddico ‘=’, que se aplica también a los conjuntos.’

Haremos uso de cuantificadores restringidos, asi que por ejemplo Vsx¢ abre-
via Vx(S(x) — ¢), mientras que Jsx¢ abrevia 3x(S(x) A ¢), siendo ¢ una férmula
cualquiera. Para los g-cardinales, usamos las variables propias de ellos.

Ademas de los predicados anteriores, entre los simbolos primitivos del lenguaje
L~ de Q7, tenemos los predicados diddicos € (pertenencia), = (identidad), que se
aplicard solo a conjuntos y g-cardinales, y = (indiscernibilidad, o indistinguibilidad).
El simbolo relacional binario K es también primitivo, indicando g-cardinalidad. Asi
K(x,m) dice informalmente que el g-conjunto (o conjunto) x tiene g-cardinal m. Sin
embargo, tenemos que tener cuidado con los g-cardinales por las razones que serdn
expuestas a continuacién. Cuando tratamos con conjuntos finitos, sus g-cardinales
pueden ser pensados como niimeros naturales definidos por medio de conjuntos de la
manera usual (cardinales cldsicos). Pero si tratamos con g-conjuntos sus g-cardinales
no son cardinales en el sentido de ordinales limite.

Vamos a asumir que nuestro lenguaje tiene también los siguientes simbolos
especificos: una constante individual 0, un simbolo funcional unario s y dos simbolos
funcionales binarios ® y @. Los términos de nuestro lenguaje son las variables indi-
viduales x,y,z,...ym,n,p,..., la constante 0, las expresiones de la forma s(t), que
denotaremos por st solamente, siendo t un término que se obtiene aplicando una
cantidad finita de veces la operacién s sobre 0 y, si t; y t2 son términos de ese tipo,
entonces t; @ tr y t; ® t, también lo son. Para la definicién de férmula atémica en Q,
ver (22).

Los postulados de 2~ son divididos en tres grupos: 16gicos, relativos a la
casi-cardinalidad y los propios de la teoria sin &tomos. Presentaremos sélo los més
pertinentes de cada grupo (para el conjunto total de axiomas, ver (22).

Grupo I - Lalégica Sean «, By ¥ son férmulas y =, — y V conectivos primitivos:
a— (p—a)
(2) (=& = ~B) = ((~a = B) = )
(3) (&= (B = 1)) = (€ = B) = (a = 1)
(4) Vx(a« — B) — (o — VxpB), donde x no aparece libre en «.
(5) Vsx(x = x)
(6) VexVsy(x =y — (a(x) - (1))
(7) Ym(m = m)

5 En 9 (teorfa con atomos) se define la identidad extensional, que se aplica a M-dtomos y a casi-

conjuntos y que tiene las propiedades de la identidad usual. En 9, solamente los m-d4tomos no obedecen
las propiedades de la identidad clésica.
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(8) Vm¥n(m =n — (a(m) — a(n))
Las condiciones (6) y (8) tienen las restricciones usuales.

Para los conjuntos y para los g-cardinales, vale la 16gica cldsica de primer orden
con identidad. Sin embargo, para los g-conjuntos, vale la 16gica elemental clasica sin
identidad. Los demds conectivos proposicionales y el cuantificador existencial son
definidos de forma habitual. El caracter “no-reflexivo” de esa l6gica estd en que la
nocién usual de identidad no se aplica para todos los objetos de los cuales se puede
hablar.

Grupo II - g-cardinales Los axiomas para los g-cardinales se asemejan a los axiomas
para la aritmética elemental presentados en (29, Cap.3). Presentamos los respectivos
axiomas a continuacién recordando que m, n, p, ... son variables para g-cardinales.
Como es usual, m # n abrevia —(m = n) y asi para otras situaciones similares.

(1) Vm(0 # sm)

(2) VmV¥n(sm = sn — m = n)

(3) Vm(0 & m = m)

(4) YmVn(m @ sn =s(mdn))

(5) Vm(0 @ m = 0)

(6) VmVn(m @sn = (m@n) & m)

(7) Ym(m® = s0)

(8) VmVn(m™ = m" @ m)

(9) Si P es una propiedad que se aplica a g-cardinales, entonces

P(0) AVm(P(m) — P(sm)) — VmP(m).

De esos postulados, podemos derivar resultados similares a los que derivan
Mendelson op.cit. y Franco de Oliveira en (2004), asi como definir cosas habituales de
la aritmética en términos de g-cardinales, como (2)", que seran usados abajo y cuyo
sentido se torna bastante obvio.

Definicion 1 (q-cardinales) Denotaremos los q-cardinales de la siguiente manera:

1:=s0
2:=sl
etc.

Asi, podemos escribir, como hicimos arriba, cosas como K(x,1), K(x,2) o, més
generalmente, K(x, s"0).

Grupo III - conjuntos y q-conjuntos

(1) Los axiomas de ZFC para los conjuntos.
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(2) Vx(S(x) = Q(x))

Debido a (1), podemos definir los niimeros naturales en términos de conjuntos de la
manera usual (al estilo de von Neumann): 0 := @, 1 := {@}, etc. Sin embargo, los g-
cardinales no son los nimeros naturales, o sea, no son ordinales. La idea es no considerar
los g-cardinales como ntimeros naturales, asi cuando atribuimos un g-cardinal a un
g-conjunto, no le estaremos asociando un ordinal, lo que haria que sus elementos
puedan ser discernidos por medio de la biyeccién.

Definicién 2 (Casi-conjuntos legitimos)
L(x) :==S5(x)

La definicién anterior introduce los g-conjuntos "puros", o sea, los g-
conjuntos que no son conjuntos. A estos g-conjuntos, también se los puede
denominar legitimos o estrictos.

Tenemos entonces los siguientes axiomas, recordando que variables como x
pueden representar un q-conjunto legitimo o un conjunto:

(2) VsxVsy(x =y - x=1y)
(3) Jrx(x = x) AVx(x = x)

Este axioma cumple la misma funcién que el Axioma de conjunto vacio
cumple en ZF, esto es, garantiza la existencia de un gset legitimo. Ademads,
por supuesto, de decretar la reflexividad de la indiscernibilidad.

Q) VaVy(x =y -y =x)
(5) VaVyVz(x =y Ay =z —» x =z)
(6) Vy(S(y) = Vx(x € y — S(x)))-

Este axioma dice que los elementos de conjuntos son conjuntos. Asi, un
g-conjunto puede pertenecer a un conjunto si y solo si es un conjunto.

(7) [Esquema de Separacién| Sea « una férmula de £~ . Entonces

VaVm(K(x,m) — IyVz(z € y <> FwVn(w € xAz=wAK(y,n) An <m)Aa(z)))

Este axioma nos permitird formar g-conjuntos a partir de un g-conjunto
dado. La formulacién de este axioma en Q no es estandar, el lector debe
prestar atencién. No estaremos formando g-conjuntos de elementos que
pertenecen a un g-conjunto dado, porque sin la identidad, no podriamos
saber si los elementos tomados son de hecho aguellos elementos. Asi, la idea
es la siguiente: dado un g-conjunto x con un g-cardinal m y una condicién
¢ (formula de £7), formamos un g-conjunto con un g-cardinal no mayor
que m, cuyos elementos son indiscernibles de elementos de x que satisfacen
la condicién ¢.6

6 La restriccion a que la q-cardinalidad sea menor que m podria ser rechazada, pero no haremos
eso.
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Ese g-conjunto y serd denotado del siguiente modo: [z : «(z)], observando que su
g-cardinalidad no debe exceder la g-cardinalidad de x. En el axioma anterior, n < m
debe ser interpretado como Jp(m = n & p).

Dados los g-conjunto x, z, tales que z € x, y sea « la férmula definida por
a(w) <> w = z, del axioma (8) inferimos la existencia de un g-conjunto [w : z €
x A w = zl]y, que es una clase de equivalencia de indistinguibles de z que eventualmente,
pero no necesariamente, estan en x.”

El Esquema de Separacién nos permite mostrar la existencia de q-conjuntos
sin elementos, que llamaremos vacios, pero sin la identidad no podemos probar su
unicidad. Sin embargo, debido al Axioma de la Extensionalidad Débil, que veremos
abajo, podremos probar que todos esos vacios son indiscernibles.

El modo de inferir la existencia de un g-conjunto sin elementos es adoptar una
férmula contradictoria, como x # x en el Esquema de la Separacion. Esto podemos
hacerlo, porque nuestra axiomatica nos garantiza la existencia de al menos un casi-
conjunto puro. Denotaremos los casi-conjuntos vacios indiferentemente con ‘®". Como
no se puede utilizar la identidad para los g-conjuntos vacios, y dado que los postulados
de ZFC que valen para los conjuntos garantizan la existencia de un conjunto vacio,
la tnica relacién que tenemos entre los g-conjuntos vacios y el conjunto vacio es la
indiscernibilidad.

(8) [Union]

VaVy3zVw(w € z <> Fw'Fw” (v e x Nw=w') V (w” € yAw = w”))A 1)
Vm¥n(K(x,m) NK(y,n) — K(z,p) N\p < m&n))
De forma anéloga a ZF, el axioma de unién para g-conjuntos puede ser for-
mulado para obtener un g-conjunto |J x a partir de un g-conjunto x, cuyos
elementos son g-conjuntos no vacios. Dados x e y, el axioma dice que existe
un g-conjunto, denotado por x Uy, cuyos elementos son indiscernibles de
los elementos de x o de y, y que su g-cardinalidad no es mayor que la suma
de las g-cardinalidades de x e y. Con el axioma de unién, podemos reunir
esas clases de modo que formemos el conjunto cociente x /=, que serd usado
mas adelante. Remarquemos que los elementos del g-conjunto unién x U y
no necesitan ser elementos de ninguno de esos conjuntos, alcanzando con
que sean indiscernibles de los elementos de ellos.

Definicién 3 (Unitario Débil) Sea w un g-conjunto y sean x,y elementos de w. Por medio
de la condicion a(t) <> t € w At = x, obtenemos por Separacién el g-conjunto de los
indiscernibles de x que pertenecen a w, que denotamos [x|y.

Entonces nuestro préximo axioma se puede formular asf:
(9) Axioma de Par

ViwvaVy(x e wAy € w — 2Vt €z <> (t € [x]w VI € [Y]w)))

El caso donde w es un conjunto ya estd considerado en el axioma de par
de ZFC, por eso cuantificamos sobre gsets puros. En una teoria usual de

7 Recordamos que el g-cardinal de esa clase no es mas grande que el g-cardinal de x.
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conjuntos, el axioma de par nos dice que, dados dos conjuntos cualesquiera
x e i, existe un conjunto que tiene a ellos como elementos y nada més. Pero
ese 'nada mas’ requiere de la identidad. En Q7, lo tinico que podemos
hacer es requerir que haya un g-conjunto con elementos indiscernibles de
X 0 Y, pero en ese caso perdemos, por asi decir, el control de la cantidad
de elementos, porque no hay ninguna restriccién sobre la cantidad de ele-
mentos indiscernibles de un elemento dado. Asi, para evitar que hablemos
de clases (en particular de clases propias), tomamos los indiscernibles de x
y de y de algtin g-conjunto w dado previamente que tenga un g-cardinal
dado. Es claro que no hay, en principio, nada que indique la g-cardinalidad
de ese g-conjunto, salvo que no supera la g-cardinalidad de w. Si x = y,
incluso puede ser 1. El axioma podria ser mucho més general y decir que
formamos [, y]», no tomando elementos que estén en w, sino que sean
indiscernibles de elementos de w, mientras limitemos su g-cardinalidad
para no formar g-clases propias.

Denotamos ese g-conjunto por
%, Y-

El unitario débil puede ser establecido por una definicién, como la siguiente:
Definiciéon 4 (Unitario Débil)

[x]w =[x, X]w.

Retornando al g-conjunto cociente, note que utilizando el axioma de arriba,
podemos formar los elementos del g-conjunto ¢ /=, a saber, [x];, [y]:, etc., parax,y, ... €
t.

Definicién 5 (Par ordenado débil) EI gset par ordenado débil (x,y ), se define como

(0 y)w = ¥y, (% ¥l

Definicién 6 (Producto cartesiano) Sean z y w dos gsets. El producto cartesiano z x w
se define como
zXw:=[(X,Y)w: X E2NY E W]

Las funciones y relaciones no se pueden definir de manera habitual, ya que aho-
ra involucramos entes indiscernibles; un mapeo puede no distinguir entre argumentos
y valores de salida. Por lo tanto, se deben proporcionar definiciones mds amplias para
ambos conceptos, que se reduzcan a las estindar cuando son restringidas a entidades
clasicas.

Definicién 7 (Quasi-relacién) Un gset R es una quasi-relacion binaria entre los gsets z y
w si sus elementos son pares ordenados débiles de la forma (x,)zuw, CON X € 2y Yy € w.

Es decir, si R C z X w.

Definicién 8 (Quasi-funcién) Decimos que f es una quasi-funcion entre los gsets z y w
si y solo si f es una quasi-relacion entre z y w, tal que para todo x € z existe un'y € w que
cumple lo siguiente: si (x, y)zUw €f, (u, v)zUw € f,yx =u,entonces y = v.
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Una quasi-funcién asigna elementos indiscernibles a elementos indiscernibles.
Se pueden definir tipos mds especificos de funciones, es decir, inyecciones, sobreyec-
ciones y biyecciones (ver capitulo 7 de (9)). Mds adelante usaremos este concepto
para aplicarlo a las valuaciones en el marco de la contradicciéon KS.

Presentamos ahora el axioma que produce que 2 no sea una teoria estricta-
mente extensional.

(10) [Axioma de la Extensionalidad Débil, AED]

VavyVn(((Vz € x/=)(Fw € y/=)(K(z,n) = K(w,n))A
VuVo(u € zAv € w — u =0)

ANVw e y/=)(Fz € x/=)(K(w,n) — K(z,n)
AVuVv(u EwAv €z - u=0))) > x =)

(AED)

Note el lector que si utilizamos la relacién de identidad (=) en lugar de
la relacién de indiscernibilidad, entonces las clases de equivalencia de
X /= serdn unitarias (lo mismo con y /=) y el axioma se reduce al Axioma
de Extensionalidad de ZFC. En ese caso, x = y no es més que x = .
Este axioma dice que si los g-conjuntos x e y tienen ‘la misma cantidad’
(dada por g-cardinales) de elementos indiscernibles, entonces x y y son
indiscernibles. El axioma EAD permite probar lo que dijimos anteriormente,
que todos los g-conjuntos sin elementos son indiscernibles. La prueba es
inmediata, recordando que el g-cardinal de esos g-conjuntos es 0.

Definicién 9 (Sub-q-conjuntos) Definimos sub-q-conjuntos de dos modos:
(I)xCy=Vz(zex —>zey).

2)x Cfy:=Vz(z € x = JwVmVn(w € yAz=wAK(x,m) ANK(y,n) - m < n))
y y y

Podemos decir que x C y sitodos los elementos de x son también elementos
de y, como es usual. Pero tendremos un problema. Para saber si un deter-
minado elemento z € x es elemento de y, debemos ser capaces de mostrar
(designar) un elemento w € y que sea idéntico a z, y eso requiere la iden-
tidad. Por ese motivo, introdujimos dos definiciones de sub-gq-conjuntos;
la nueva definicién dice que dado un g-conjunto y, podemos formar un
g-conjunto x (por ejemplo, usando el Esquema de la Separacién) con ele-
mentos indiscernibles de elementos de y, mientras que la g-cardinalidad
de x no supere la g-cardinalidad de y.

Eso tiene consecuencias interesantes. Por ejemplo, del Esquema de Separacion,
dado un g-conjunto x y una condicién «, cuando inferimos la existencia de un g-
conjunto de elementos de x que obedecen «, en verdad deberfamos decir que obtenemos
un g-conjunto de elementos que son indiscernibles de los elementos de x que obedecen
«. Por lo tanto, si llamamos y a ese g-conjunto, deberiamos escribir y C* x. De ahora
en adelante, vamos escribir subq para indicar sub-g-conjuntos en el sentido de C y
subq™* para los g-conjuntos formados en el sentido de C*.

Algunas consecuencias de la definicién precedente, que se prueban facilmente,
son las siguientes:

10
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Figura 1: Un g-conjunto x y sunube N relativa al g-conjunto w.

lLxCy—-xC'y
2xCFyANyCrx e x=y
Es inmediato verificar que si x es un conjunto, entonces x C y <+ x C* v.

Utilizando este nuevo concepto, podemos introducir una nueva relacién de pertenencia,
que la denotaremos mediante €*:

Definicién 10 (Pertenencia débil) x €* y = Jw(w € y Aw = x)
También se prueba que si x 0 y son conjuntos, entonces x € y <+ x €* y.

Con esa nocién, podemos hablar de elementos potenciales de un g-conjunto del
modo siguiente. Suponga que tenemos un g-conjunto w y que x sea uno de sus sub-g-
conjuntos. Definimos entonces la nube de x relativa a w como el gset formado por los
elementos de w que tienen indiscernibles en x, esto es, que ‘podrian” estar en x.8

Definicién 11 (Nube de un g-conjunto) Sea w un g-conjunto y sea x C w. La nube de
x relativa a w es el g-conjunto N(x, w) definido como sigue:

yew:IzexNz=y]

Claro que es deseable que la g-cardinalidad de x sea mantenida. Asi, su nube
seria algo como su extensién a w.

Si consideramos todas las nubes de los elementos de un g-conjunto w, podemos
definir operaciones entre ellas, como la interseccién, el complemento y la unién de
nubes. Lo que obtenemos es un dlgebra de nubes cuya estructura no es booleana, como
pasaria en el caso de subconjuntos de un conjunto clasico (ver (30)).

(11) Vx3yvz(z € y <> z C x).

Si x es un g-conjunto, entonces existe un g-conjunto, denotado por P(x),
que tiene como elementos los subq de x.

Definicion 12 (Unitarios Fuertes) Sea x un g-conjunto con q-cardinal n distinto de 0. Si
Y € x, decimos que un q-conjunto es un unitario fuerte de y relativo a x, y lo denotamos por
Y]+, si su g-cardinal es 1.

A esta altura, el lector atento podria preguntarse: si « es una férmula y x satis-
face o, stodo y, tal que y = x, la satisface también? La relaciéon de indiscernibilidad
no implica necesariamente substitutividad. Observe que si esto fuera cierto, dado que

La nocién de nube de un g-conjunto fue introducida en (20).
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la indiscernibilidad es reflexiva, seria la identidad estandar.’ Por lo tanto, debemos
demostrar que este no es el caso. Consideremos un unitario fuerte x cuyo tinico ele-
mento se denota por y (recuerde que no hace sentido preguntarse sobre la identidad
de y), por lo que podemos tomar a como y € x. Por supuesto, no podemos saber qué
entidad es y, pero, como K(x, 1), sabemos que hay algo en el g-conjunto y que ‘no hay
nada més alli’. Supongamos que z = y, ;podemos concluir que z € x sélo porque z
(sea lo que fuere) es indiscernible de y? Por supuesto que no. Esto implicaria que x
contendria como elementos todos los indiscernibles de y, lo que significaria que su g-
cardinalidad no seria uno, ya que habria méas indiscernibles de x disponibles. En otras
palabras, de y € x y de z = y, no podemos concluir que z € x. Entonces, la relacién de
indiscernibilidad no es una congruencia, siendo distinta de la relacién de identidad
estdndar. Esto serd de crucial importancia a la hora de analizar la contradiccién KS en
5.

2.2 NMATRICES

Expondremos brevemente las principales caracteristicas de las Nmatrices. Lo
més importante para nuestro trabajo es que este sistema brinda una seméntica don-
de sus valuaciones no son necesariamente homomorfismos. Esta caracteristica serd
de crucial importancia en nuestro trabajo. Para presentaciones completas del tema,
recomendamos (1; 2). La novedad de las Nmatrices consiste en que este formalismo
extiende la seméntica algebraica multivaluada habitual de los sistemas l6gicos al im-
portar la idea de calculos no deterministas, permitiendo que el valor de verdad de una
férmula se elija de forma no determinista a partir de un conjunto dado de opciones.
Las Nmatrices han demostrado ser una herramienta poderosa, cuyo uso conserva
todas las ventajas de las matrices ordinarias multivaluadas, al mismo tiempo que es
aplicable a una gama mucho méas amplia de l6gicas. De hecho, hay muchas légicas
no clésicas (proposicionales) que, si bien no tienen matrices caracteristicas finitas de
multiples valores, admiten Nmatrices finitas y, por lo tanto, son decidibles.

2.2.1 MATRICES DETERMINISTAS

En lo que sigue, L es un lenguaje proposicional y Frm denota al conjunto de
férmulas bien formadas del lenguaje. Las metavariables ¢, 1,..., recorren L-férmulas,
mientras que I, A,..., se utilizardn para conjuntos de L-férmulas. El método general
estandar para definir la l6gica proposicional se basa en el uso de matrices deterministas
(posiblemente de muchos valores):

Definicién 13 Una matriz para L es una tupla

P =(V;D;0)
donde

= V es un conjunto no vacio de valores de verdad.

» D (valores designados) es un conjunto propio no vacio de V.

9

((29)).

Recordando que los axiomas usuales de la identidad son la reflexividad y la substitutividad
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» Para cada conectivo n-ario <y de L, O incluye una funcioén de interpretacion <y : V" — V.

Una valuacion parcial en P es una funcion v, que va a 'V desde un subconjunto VW C Frmp
cerrado bajo subformulas, tal que, para cada conectivo n-ario <y de L y para toda i1, ..., P, € W,
se cumple lo siguiente

o(Q W1 s ) = O (0(W1), -, 0(Pn)) (2)

2.2.2 MATRICES NO DETERMINISTAS (NMATRICES)

Ahora pasamos al caso no determinista. La principal diferencia es que, en
oposicién a las matrices deterministas, las no deterministas, dados sus valores de
verdad de entrada, asignan un conjunto de valores posibles (en lugar de uno solo
valor).

Definicion 14 Una matriz no determinista (Nmatriz) para L es una tupla M = (V, D, O),
donde:

» V es un conjunto no vacio de valores de verdad.
» D € P(V) (valores de verdad designados) es un subconjunto propio no vacio de V.

» Para cada conectivo n-ario < de L, O incluye la correspondiente funcion de interpretacion
SVt P(V)\ {0}

Definicién 15 Una valuacion parcial dindmica en M es una funciéon v sobre un conjunto
cerrado bajo subformulas VW C Frmp a V, tal que, para cada conectivo n-ario {y de L y
para toda 1, ..., P, € W, se cumple lo siguiente:

0(OW1, s ) € S(0(P1), - 0(Wn))

Una valuacién parcial en M es llamada valuacion (total) si su dominio es Frmy.

Una valuacion (parcial) estitica en M es una valuacion (parcial) dindmica que satisface
ademds el siguiente principio de composicionalidad (o funcionalidad) (definido en algiin
W C Frmy): para cada conectivo n-ario {y de L y para cada §1, ..., P, 91, ..., n € W, si
o(y;) =v(g;) (i =1,...,n), entonces

o(Q(W, s Pn)) = 0(O(@1, s Pn))

Es importante sefialar que las matrices clasicas (deterministas) corresponden al caso
en que cada Sivn— P(V) es una funcioén que toma valores de singletons (singule-
te). En este caso no hay diferencia entre valuaciones estaticas y dindmicas, tenemos
determinismo (funcional).

Para comprender la diferencia entre matrices ordinarias y Nmatrices, recordamos que
en el caso determinista, el valor de verdad asignado por una valuacién v a una férmula

compleja se define de la siguiente manera: (< (i1, ..., ) = & (0(¢1), ..., v(,)). El
valor de verdad asignado a (i, ..., ) estd univocamente determinado por los valo-

res de verdad de sus subférmulas: v(¢1), ..., v(¢, ). Sin embargo, este no es el caso de las
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Nmatrices: en general, los valores de verdad de 4, ..., , no determinan univocamente
el valor asignado a {(¢1, ..., ), ya que diferentes valuaciones que tengan los mismos
valores de verdad para ¢, ..., , pueden asignar diferentes elementos del conjunto
de interpretacion & (v(1), ..., v(,)) a (91, ..., 1) Por lo tanto, las semanticas no
deterministas de Nmatrices no cumplen veritativo funcionalidad, en oposicién a las
semdnticas matriciales. En la tabla 1, se muestran algunas diferencias entre las matrices

y las Nmatrices. Ahora, revisaremos las definiciones estandar de consecuencia légica.

Cuadro 1: Matrices deterministas vs Nmatrices.

Matrices deterministas Nmatrices
Conjunto de valores de verdad Vv \%
Conjunto de valores designados DCV DcCV
Conectivos { SVt V OVt P(V)\ {2}
Valuaciones No dinamicas Posiblemente dindmicas / no estaticas.
Veritativo funcional Si No necesariamente

Definiciéon 16~ Una valuacion (parcial) v en M satisface una formula i (v |= ) si (v(y)
estd definido y) v(y) € D. Decimos que es un modelo de T (v |= T') si satisface cada
formula de T

Decimos que § es dindmicamente (estiticamente) vdlida en M, en simbolos =4, ¥ (5, ¥),
si v |= ¢ para cada valuacion dindmica (estdtica) v en M.

La relacion de consecuencia dindmica (estdtica) inducida por M es definida de la siguiente
manera: T =4, A (T 5, A) si cada modelo dindmico (estdtico) v en M de T satisface algiin
P € A

Obviamente , la relaciéon de consecuencia estética incluye a la dindmica, es decir,
d s z . . . s _1d
FY EH5- Ademads, para las matrices ordinarias, tenemos que F4,=F4,.

Teorema 1 Sea M una Nmatriz de dos valores que tiene al menos una operacion no determinis-
ta. Entonces no hay una familia finita de matrices ordinarias finitas F, tales que =%, ¢ sii Fp 1.

Lo importante para nuestros fines es que el poder expresivo de la semantica dindmica
basado en Nmatrices es més fuerte que el de matrices ordinarias.

3. TEeEOREMA DE KOCHEN-SPECKER: PRESUPUESTOS

El teorema de Bell-Kochen-Specker (BKS), por lo general llamado teorema de
Kochen-Specker (KS), es mas que un simple corolario del teorema de Gleason. Tiene
importancia como resultado independiente, es decir, es un resultado con entidad propia
acerca de la imposibilidad de un tipo o familia de Teorias de Variables Ocultas (VO)
en la Mecénica cuéntica. Este resultado tiene incidencia directa sobre la determinacién
de la maxima élgebra de Boole que se puede embeber en un reticulo de proposiciones
cuanticas.
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3.1 ConbicioN FUNC

Lo presentado en esta seccion sigue los lineamientos de (4). Consideremos
una teoria de variables ocultas (VO) en la que cualquier sistema individual tiene un
conjunto de variables que junto con otras variables asociadas al aparato de medicién
determinan (de alguna forma no especificada) el resultado de cualquier experimento
sobre ese sistema individual. Denominaremos “valores de VO” a los valores que las
VO determinan para cada experimento posible. Supongamos que en nuestra teoria de
variables ocultas los valores de VO satisfacen las siguientes restricciones:

(BKS1) Definitud a priori: un sistema individual puede tener simultdneamente
valores de VO precisos para dos observables no compatibles, B y 8, aunque estos
no se puedan medir conjuntamente, es decir, no se pueda preparar un estado
con valores bien definidos para ambos.

(BKS2) No contextualidad: el valor que las VO asocian a la medida de un obser-
vable A en un sistema individual es independiente de que otros observables
compatibles se midan conjuntamente con A.

U(.A) = U(.AA,B) = Z)(.AA,/;).

Restricciones sugeridas por la MC sobre los valores de VO.

(BKS3) Si la medida de un observable A sobre un conjunto de sistemas idéntica-
mente preparados da resultados en un conjunto discreto de valores (espectro
del operador autoadjunto A), el valor asociado a ese valor en VO, que denotare-
mos v(A), debe ser uno de tales valores para cualquier sistema individual del
conjunto.

(BKS4) Sea {A, B,C, ...} un conjunto de observables mutuamente compatibles, y
supongamos que los operadores que los representan satisfacen cierta relacién
funcional

fagc,.) =0.

El resultado de cualquier medida conjunta de estos observables sera (segiin MC)
un conjunto de valores propios {a, b,c, }, que satisfacen

f(a,b,c,..‘) = 0.

(BKS4) Establece que cualquier conjunto de VO para esos observables debe
satisfacer la misma relacién

f(v(A),0(B),v(C),..)) =0

Teorema 2 (BKS) Para sistemas fisicos descritos en MC por espacios de Hilbert de dimension
mayor o igual que tres, no existe ninguna teoria de variables ocultas (VO) que satisfaga a la
vez (BKS1), (BKS2), (BKS3) y (BKS4).

Las hipétesis (BKS3) y (BKS4), que hemos llamado “restricciones sugeridas
por MC", aunque razonables, no son inevitables. Existen teorias de variables ocultas,
como la Mecanica bohmiana (ver (35)), compatibles con la MC en donde estos su-
puestos no se cumplen. La mecanica de David Bohm es una teoria de variables ocultas
que no cumple (BKS1), (BKS3) ni (BKS4), a pesar de ser empiricamente equivalentes
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a la Mecanica cudntica estdndar. (BKS4) es generalmente conocida como la condi-
cién FUNC, ya que le impone cierta funcionalidad a los valores asociados con los
observables.

Presentaremos otra formulacién alternativa de este teorema. En funcién de los
intereses de esta seccién (restringiendo nuestro dominio a los reticulos cudnticos) y
utilizando la terminologia de los espacios de Hilbert, podriamos reescribir la definicién
de funcion clisica de verdad:

Definicién 17 (Valuacién cldsica) Una funcion v : P — {0,1} con la propiedad de que
Y. 0(P;) = 1 para toda familia ortogonal {P;} de elementos unidimensionales de P (conjunto
de proyectores del Hilbert) que satisfaga ¥_; P; = 1, esto es, que descompongan la identidad, es
llamada funcién de verdad cldsica o funcion veritativo funcional cldsica.

El teorema BKS es equivalente a la siguiente afirmacién: no existe una funcién
v: P — {0,1}, con la propiedad de que ¥_;v(P;) = 1 para toda familia ortogonal
{P;} de elementos unidimensionales de IP que satisfaga }_; P; = 1.

3.2 LA IDENTIDAD DE LOS PROYECTORES: IMPLICACIONES FILOSOFICAS

El tema de la identidad repercute directamente sobre (BKS2), ya que el valor
que un observable B toma en un contexto puede cambiar, no necesariamente por su
dependencia con los demads proyectores asociados al contexto, sino porque, en el nuevo
contexto, la valuacién toma de entrada un observable indiscernible B’, no ya B. Por
lo tanto, el valor de salida, suponiendo que los demds observables no son tomados
en cuenta para valuar B, no serd ya idéntico al primer valor, sino indiscernible de
él. La dependencia funcional de los deméds observables no entra de forma explicita,
sino a través del observable B, que no conserva su identidad al cambiar de contexto.
Podriamos expresar lo anterior, dentro del formalismo estandar, diciendo que en
(BKS2) debe considerarse la funcién v(B(,4,.)) en vez de v(B), para explicitar la
dependencia con el contexto. Sin embargo, nuestro enfoque al problema no ird por ese
lado, sino que tendra en cuenta un formalismo de conjuntos no estdndar, esto es, Q.

El estatuto de individuo de los proyectores del Hilbert es un presupuesto
importante para arribar a la contradiccion KS. Esto es una consecuencia directa de
la estructura (meta)matematica y l6gica que se encuentra detras del formalismo de
espacios vectoriales: la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF), junto con la
Légica Clasica de primer orden con identidad (LPO) constitutiva de su metalenguaje.
ZF puede ser considerada una estructura rigida, esto es, una estructura cuyo unico
automorfismo es la identidad. Cualquier estructura deformable (no rigida) dentro
del marco de ZF puede ser extendida a una estructura rigida (ver (13)). Esto tiene
como consecuencia que no existan entes genuinamente indiscernibles (no individuos),
como los entes cuanticos, en una estructura como ZE.10

En términos matemaéticos, si quisiéramos capturar esta propiedad de las entida-
des cudnticas, no deberiamos ser capaces de distinguir las cosas por una propiedad o

10 La Mecanica cuantica es compatible también con una ontologia de individuos, al igual que la

Mecanica bohmiana, donde las particulas tienen asociada una trayectoria (35). El formalismo cudntico
subdetermina la ontologia. Asi como los “hechos empiricos” subdeterminan la teoria fisica (24), las
teorias fisicas subdeterminan su ontologia. Nuestro trabajo adopta una ontologfa de no individuos para
el formalismo cuéntico.
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una relacién. Si utilizamos un marco matemético estindar como una teoria de conjun-
tos estandar (ZF, NBG, NF, etc.), entonces la distincién siempre es posible. El problema
con el uso de un marco estdndar es que podemos considerar elementos indiscerni-
bles solo dentro de una estructura deformable (no rigida), es decir, una estructura
que admita automorfismos no triviales. Pero esta es una solucién ficticia, ya que estd
probado que cada estructura dentro de ZF (o NBG, NF, etc.) puede extenderse a una
estructura rigida, donde elementos aparentemente indistinguibles son discernibles.
Ademas, todo el universo de conjuntos en una teorfa como ZF es rigido, esto es, las
teorias de conjuntos estdndar son teorias de individuos. Sus variables son individuales
y sus cuantificadores siempre abarcan dominios de individuos.

El principal problema con el uso de las matematicas estandar (basadas en la
l6gica clasica) para describir no individuos es que cualquier objeto a siempre puede
discernirse de cualquier otra entidad b. Tomemos el singleton {a} y definamos la
identidad de a por I,(x) := x € {a}. Esto hace que solo a tenga esta propiedad, por lo
que habra una diferencia con cualquier otro objeto b, es decir, con cualquier otra entidad
que no satisfaga I,. Esto es tipico de las matematicas estdndar, y se espera que asi sea,
ya que la teorfa fue disefiada para tratar con individuos. Por supuesto, podemos imitar
indiscernibles en tales marcos confindndolos a estructuras deformables (no rigidas).
Pero esto es un truco, ya que en teorias de conjuntos como ZFC, cada estructura puede
extenderse a una estructura rigida. En la estructura extendida, nos damos cuenta de que
la entidad supuestamente indiscernible es en realidad un individuo. Recomendamos
(21) al lector interesado.

Para dejar en evidencia el uso de la identidad en el marco de la contradiccién
KS, en el préximo capitulo, analizaremos un ejemplo presentado en (7).

4. RETORNANDO AL TEOREMA DE KOCHEN-SPECKER

El teorema KS depende explicitamente del cardcter no booleano del reticulo de
proyectores del Hilbert (£(#)). Kochen y Specker pretendian estudiar la posibilidad
de encontrar variables ocultas para la mecénica cudntica. Se centraron en una familia
muy particular de modelos de variables ocultas. Es decir, tomaron como modelo la
relacion entre la mecdanica estadistica clasica y la termodindmica. El resultado de su
investigacién es que no puede existir una teoria de variables ocultas de este tipo para
el caso cuéntico.!!

En la mecanica estadistica clasica, hay un espacio de estados oculto (es decir,
no observable) () que posee microestados A € (), y existe una distribucién de proba-
bilidad p(A) (que define el estado probabilistico del sistema). Para cada observable
macroscopico A, se asigna una variable aleatoria f4 : () — R de tal manera que
(A) = o fa(A)p(A)dA. En otras palabras, los valores de los observables macroscopi-
cos se pueden calcular como valores medios de variables aleatorias definidas sobre
() utilizando las férmulas probabilisticas habituales. Observe que cada A € () asigna
un valor v,4 a cada observable A de acuerdo con la formula v, (A) = fa(A). Y esta
asignacion es tal que se satisface una condiciéon funcional en el siguiente sentido: el
valor asignado a una funcién de un observable estd dado por la funcién evaluada en

11 Recordemos que el teorema no cubre todo el abanico de posibles teorias de variables ocultas.

Por ejemplo, la Mecénica bohmiana queda fuera del alcance de este teorema.
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el valor del observable dado. En f6rmulas, esta condicidn se lee

B=G(A) = oa(B) = g(va(4)) 3)

para todo A € (), donde G : A — A es una funcién de Borel que mapea observables
en observables, y por v, (B) = g(vx(A)), nos referimos a un mapa ¢ : R — R con la
misma forma funcional que G. Esta es otra manera equivalente de expresar (BKS4) o
condicién FUNC en el lenguaje de la Teorfa de la Medida.

Como ejemplo, si B = A?, entonces v, (B) = (v, (A))? (si vy (A) = 2, entonces
v)(B) = 4). Esto expresa el hecho de que no todos los observables son independientes,
como tampoco lo son los valores asignados a ellos. Las variables ocultas que satisfacen
la condicién FUNC son candidatas razonables para Kochen y Specker. Por lo tanto,
buscan variables ocultas que satisfagan la condicién FUNC, y tales que

(4) = t(pA) = [ fa(W)pp(1)d @)

para cada observable cuantico A y cada estado cudntico p. Observe que cada estado
cuantico p tiene su contraparte en la distribuciéon de probabilidad clasica p,.

Estudiemos ahora con més detalle como las variables ocultas, de existir, deben
asignar valores a los observables. Sea A(H) el conjunto de todos los operadores
autoadjuntos que acttian sobre el espacio de Hilbert H. Cualquier A € () define una
funcién de valoracién v, : A(H) — R, apelando a la asignacién vy (A) = fa(A).

Veamos como funciona esto para propiedades elementales representadas por
operadores de proyeccién (ver también (19, s.LII)). Como es bien sabido, dos ob-
servables representados por operadores autoadjuntos A y B, respectivamente, son
compatibles si y sélo si existe funciones de Borel g1 y g2, y un operador autoadjunto C,
tal que A = ¢1(C) y B = £2(C). Por lo tanto, siempre que A y B sean compatibles, uti-
lizando la condicién de funcionalidad (3) tenemos que v, (AB) = v,(£1(C)$2(C)) =
uA((8182)(C)) = (£182)(02(C)) = &1(vA(C))g2(va(C)) = va(81(C))va(82(C)) =
vA(A)vy(B).Sean a y f nameros reales, también tenemos, para A y B compatibles, que
oa(aA + BB) = 02 (ag1(C) + Bg2(C)) = va((ag1 + Bg2)(C)) = (ag1 + pg2)(va(C)) =
181(02(C)) + Bg2(02(C)) = wva(81(C)) + Boa(g2(C)) = ava(A) + oa (B).

De ello se deduce que, para cada A € ), v, define un homomorfismo parcial
del dlgebra abeliana. Ademas, si P> = Py P' = P (es decir, si P es un proyeccién
ortogonal), tenemos v (P) = v, (P?) = v, (P)v\(P) = (v)(P))?, y luego, fpr = 00
fp = 1. Enpalabras: a cada estado oculto se le asigna un homomorfismo v, : L(H) —
{0,1}. Esto significa que v, asigna valores de verdad (0 0 1) a cada proposiciénen L(H)
de forma funcional. Para el significado técnico de “funcional” en este contexto puede
verse (14). Ilustremos como funciona esta dltima condicién (y 3) en un contexto de
medicién determinado. Cada contexto de medicion se puede representar mediante una
coleccién maxima {P;} de operadores de proyeccion unidimensionales mutuamente
ortogonales (es decir, P;P; = 0, siempre que i # j), que forman una resolucion de la
identidad

Y p=1 (5)

i
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Entonces, es facil verificar que

Y oa(P) =1 (6)

Observe que la ecuacién anterior implica que, si en un contexto de medicién dado
v)(P;) = 1, entonces, vy (P;) = 0, para j # i. Por lo tanto, llegamos a la conclusién de
que, si existen variables ocultas que satisfacen FUNC y (4), también deberian existir
valuaciones v: £ (H) — {0,1} que tiene la propiedad de que };v(P;) = 1 para
cualquier familia { P;},cn de proyectores ortogonales de una dimension que satisfacen
Y.; P; = 1. Pero Kochen y Specker demuestran que esto es imposible. Para ver por qué,
consideremos un ejemplo simple (presentado en (3)) de por qué tales valuaciones no
pueden existir.

Considere un modelo cudntico de cuatro dimensiones y los siguientes nueve
contextos de medicién:

Pooo,1 + Lop0+ Prioo+ =1 (7)
p0,0,0,1 + + 151,0,1,0 + =1
Pioqg 1+ P 111+ Prigo+ Pooia =1
P g1+ P+ + Do =1
Pooa0 + + Proor+ Proo-1=1
ﬁ], 1,-1,1*+ pm,m + Proo1+ 130,1,710 =1
+ + + p(),(),l 1= i
+ + Progo+ Lo =1
+ + 131,0,0,1 + p0,1,—1,o =1,

Cada ecuacién anterior representa un contexto de medicién diferente. Por
ejemplo, en la primera linea, tenemos un observable completo con cuatro resulta-
dos posibles, representados por los operadores de proyeccién PO 0,01, PO 0,1,0/ P1 1,0,0
y P1 100 (los subindices representan las coordenadas de los rayos en el espacio de
Hilbert). Pero las proyecciones unidimensionales se eligen de manera que cada una de
ellas se repita en diferentes lineas. Suponiendo la existencia de una valuacién funcional
en el conjunto {0,1} que satisfaga (6), llegamos a una contradiccion (ver (3) para
mas detalles). Esto es asi, porque sumando todas las valuaciones de las ecuaciones
de (7), debido a que cada proyeccién se repite dos veces, obtenemos un nimero
par a la izquierda y uno impar a la derecha. jNunca puede haber una igualdad! El
entrelazamiento es responsable de la contradiccion si los valores asignados a cada
propiedad se preservan entre los diferentes contextos. En otras palabras, para llegar a
la contradiccién, debemos asumir que Py en la primera linea de (7) es el mismo
que Pop o1 de la segunda linea y, por lo tanto, conserva su asignacién de valor entre los
diferentes contextos. Una consideracion similar se aplica al resto de las propiedades
enumeradas en (7).

Asi, vemos que un supuesto implicito detrds de la contradiccién KS es que
el sistema cuantico puede ser identificado entre los diferentes contextos. Por lo tanto,
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sus propiedades deben conservar las asignaciones de valor dadas por los pardmetros
ocultos A. ;Es legitimo hacer estas identificaciones? ;Se pueden identificar realmente
los sistemas cudnticos?

4.1 ConTrADICCION KS Y NO INDIVIDUALIDAD

La cuestién de la identidad transmundana ha sido muy controvertida, incluso
entre los fil6sofos que aceptan la legitimidad de hablar de mundos posibles. Las opi-
niones van desde ver la nocién de una identidad mantenida entre objetos en diferentes
mundos posibles como inaceptable (por lo problemética), hasta ver esta nocién como
completamente inocua y no mds problemaética que la afirmacién de que los objetos
individuales podrian haber existido con propiedades algo diferentes. Las cosas se
complican por el hecho de que se ha propuesto un rival importante para la “identi-
dad transmundana”: la teoria homologa de David Lewis (25; 26). En esta teoria, la
afirmacién de que un individuo existe en mas de un mundo posible reemplaza la
afirmacién de que, aunque cada individuo existe en un solo mundo, tiene contrapartes
en otros mundos, donde la relacién de contraparte (basada en la similitud) no satisface
la identidad l6gica (TCI). Por lo tanto, gran parte de la discusién en esta 4rea se ha
centrado en los méritos comparativos de la identidad transmundana y las explicaciones
tedricas de la contraparte como interpretaciones de declaraciones de lo que es posible
y necesario para los individuos. Generalmente, la identidad de los sistemas fisicos se
da por sentada.

Si se supone que los sistemas cuanticos no son individuales, entonces no
pueden identificarse en general. En particular, no pueden identificarse cuando se con-
sideran en diferentes contextos. Los individuos clasicos estan dotados de: i) identidad
sincronica, que permite distinguirlos de todos los deméas en un momento determinado,
ii) Identidad diacrénica, permite reidentificar a un individuo a lo largo del tiempo e
iit) identidad transcontextual, que permite reidentificar a un individuo en diferentes
contextos.

Las particulas cuanticas del mismo tipo carecen de las tres formas de identidad.
No pueden distinguirse sincrénicamente de otras por sus propiedades ni etiquetar-
se con nombres propios. No pueden seguirse como siendo el mismo individuo a través
del espacio a lo largo del tiempo. No puede decirse que una particula sea la misma
cuando aparece en diferentes contextos o en diferentes sistemas de medicién. Si con-
siderdramos una interpretacién de haz de propiedades (sin identidad) como, por
ejemplo, la Interpretacion Modal-Hamiltoniana (ver (12; 27)), esta falta de identi-
dad se manifestaria a través de la posibilidad de tener proyectores genuinamente
indistinguibles.

4.2 LAS DIFERENTES INSTANCIAS QUE CONDUCEN A LA CONTRADICCION KS

Volvamos al origen de la contradiccion KS. Se pueden identificar las siguientes
instancias:

I;) comienza el razonamiento bajo el supuesto de que las variables ocultas asignan
valores a los diferentes observables (representados por los operadores autoad-
juntos en A(H)).
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I>) los valores se asignan de modo que sean independientes del contexto. Esto significa
que el mismo A define el estado de un tinico sistema cuéntico y asigna el mismo
valor v, (A) a cada A observable independientemente de el contexto en el que
se considera. En otras palabras, se supone que el sistema conserva su identidad
entre los diferentes contextos.

I3) al igual que sucede con los operadores de proyeccién que representan propiedades
elementales, se identifican las correspondientes propiedades (con el mismo
contenido) que aparecen en diferentes contextos y se preservan sus valores de
verdad.

I4) los supuestos anteriores llevan a la conclusién de que deberia existir una valua-
cién de L£(H ) al algebra booleana de dos valores, satisfaciendo la condicién de
funcionalidad (6). Sin embargo, no existe tal valuacién.

La suposicién de que los sistemas cudnticos pueden identificarse (y reidentifi-
carse consistentemente) es problematica. Como podemos ver, esta claro que se utiliza
un procedimiento de identificacion para derivar la contradiccion KS: el sistema es
considerado el mismo entre los diferentes contextos y las propiedades se identifican
compatiblemente. Tomar en cuenta la posibilidad de que las Propiedades/Proyectores
sean indiscernibles sugiere que cuando el fisico hace mediciones repetidas ‘de una
misma propiedad’, él estd realizando mediciones con propiedades indiscernibles, ya
que necesita ‘preparar’ nuevamente el sistema. De esta forma, jamds se hace més de
una medicién en un mismo sistema si las mediciones son destructivas.!? Por lo tanto,
pensamos que podemos tener ‘propiedades indiscernibles” y que las mismas podrian
servir como contrapartes formales de aquello a lo que los fisicos se refieren como “una
misma propiedad que es medida més de una vez'.

¢(Es la propuesta de propiedades indiscernibles nueva? No, para nada. Como
ya dijimos, la llamada Interpretaciéon Modal-Hamiltoniana de la Mecanica cudntica es
una interpretacién modal (entre otras) que trata a los entes cuanticos como Bundles o
haces de propiedades indistinguibles (ver (27; 28)). Por un lado, es notable que esa
propuesta también utilice la indistinguibilidad de las propiedades como la clave de
inmunidad ante la contradiccién KS.13 Por otro lado, 1a IMH ha recibido un tratamiento
metatedrico utilizando el lenguaje de Q (y actualmente también de Q) en (12). Eso
prueba los fuertes vinculos que pueden ser establecidos a través del concepto de
indiscernibilidad. Por lo tanto, es consistente con lo presentado hasta ahora pensar que
nuestros proyectores son los proyectores genuinamente indistinguibles del marco de la
IMH. Esto no solo es otra forma de justificar la presente aplicacién de Q™ al tratamiento
de la contradiccién KS, sino también de justificar ontoldgicamente nuestro tratamiento
de los proyectores. Analicemos ahora la discusién de KS bajo el supuesto metafisico
de que los sistemas cudnticos no son individuos. Podemos resumir el supuesto que
(junto con los demads) conduce a la contradicciéon de KS:

12 Uno de los revisores anénimos nos remarcé lo siguiente: si las mediciones son no destructivas,

también sucede esto, porque toda medicién es una interaccién, de modo que el sistema a medir, si bien
no “desaparece”, si se convierte en parte de un nuevo sistema resultante de la interaccién. Por lo tanto, si
se desea medir lo mismo una vez mas, el sistema a medir debe volver a prepararse. Agradecemos mucho
su comentario.

13 Al lector interesado en més detalles filos6ficos de esta propuesta, tanto relativos a la indistin-
guibilidad, contextualidad y no separabilidad de los entes cudnticos como también a la relacién que la
IMH mantiene con los entes trans-estadisticos (como, por ejemplo, los cobosones), recomendamos (32).
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(KSH) Es posible asignar de forma funcional valores independientes del
contexto y bien definidos a todas las propiedades medibles de un inico
sistema cudntico.

Después de lo que hemos dicho anteriormente, deberia quedar claro que podemos
evitar la contradiccién KS negando KSH al menos de dos maneras.

(i) Las propiedades no tienen valores de verdad independientes del contexto bien
definidos.

(ii) Las propiedades o particulas pueden ser indistinguibles (debido a que pueden
ser no individuos). Esto es, existe una dependencia implicita de las propieda-
des con el contexto, ya que, en vez de idénticas, ahora deben ser consideradas
indiscernibles. Esto produce que los resultados de las valuaciones también sean
indiscernibles, no necesariamente idénticos.

La conclusién dada por (i) es la mds popular en los fundamentos de la me-
canica cuantica. Es la forma habitual de evitar la contradiccion KS, como se analiza
en la Seccién 4. De manera similar, se argumenta que las teorias de variables ocultas,
si asignan valores a las propiedades definitorias de un sistema cuantico, deben ser
contextuales. Sin embargo, también tenemos la segunda opcion (contextualidad impli-
cita). Si las particulas o propiedades son entidades verdaderamente indistinguibles,
no hay forma de identificarlas cuando se consideran en los diferentes contextos de
medicién.!*

Bajo el supuesto de no individualidad, parece extrafio afirmar que las propie-
dades que definen un contexto C corresponden a la misma particula que define un
contexto “diferente” D. El acto de elegir entre medidas en contextos C o D corresponde
a mundos posibles diferentes (y normalmente incompatibles). No podemos conce-
der que estemos hablando del mismo objeto subyacente a estas alternativas: nuestro
supuesto de no individualidad implica que no tiene sentido asignar una identidad
transmundana a las particulas elementales. N6tese que este argumento no necesita
ser operativo, se sigue como una consecuencia légica de nuestro supuesto ontolégico
de no individualidad. No es necesario realizar ningtin experimento real para darse
cuenta de que afirmar que tenemos la misma particula en todos los contextos es una
suposicién ontolégica fuerte (dependiente de la nocién cldsica de identidad). Creemos
que estas observaciones abren la puerta a una nueva interpretacion del resultado de
KS.

5. PROPUESTA SEMANTICA EN Q_

Presentaremos una alternativa semdntica que tenga en cuenta lo dicho hasta
aqui. Nuestras herramientas son:

(1) Nmatrices: las Nmatrices permiten desvincularse del supuesto FUNC, al tiempo
que representan una seméntica adecuada para la légica cuantica, como se ha

14 Pensemos en los sistemas cudnticos como haces de propiedades genuinamente indiscernibles

presentados en (12). Las propiedades genuinamente indiscernibles (no identificables en diferentes
contextos como siendo las mismas) son las que en ese caso producen la indiscernibilidad del haz o
paquete de propiedades que representa al sistema cuantico.
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mostrado en (14). Su aplicacién permite una caracterizacién novedosa de los
estados cudnticos como valuaciones no deterministas de una Nmatriz particular.

(2) Casi-conjuntos (gsets): contamos con teorias de gsets como  y Q~, que permiten
tratar entes genuinamente indiscernibles que no sean idénticos. Esto apunta
directamente a un tratamiento del presupuesto de identidad. Al ser cada una de
estas teorfas una expansion conservativa de ZF, permiten desarrollar en su seno
las g-funciones (quasi-homomorfismos) necesarias para nuestras valuaciones.
Particularmente estamos interesados en Q, ya que ha permitido establecer
fuertes vinculos estructurales con QST, como se muestra en (22).1°

El presupuesto FUNC nos lleva a abandonar las valuaciones funcionales (ho-
momorficas) para el reticulo de proyectores. Las Nmatrices entran en juego brindando
una alternativa para dar una seméntica que se adapte a las restricciones impuestas. Esta
representa una alternativa absolutamente vélida para el tratamiento de la contradic-
cién KS. Sin embargo, no estamos teniendo en cuenta atin el tema de la identificacién
de los proyectores en diferentes contextos. Aqui es donde entra Q.

En el marco de 97, podemos definir g-funciones (y también g-
homomorfismos) que funcionen como valuaciones de nuestro reticulo. Al no
ser estrictamente funciones (ni homomorfismos) de ZF, estas g-funciones no cumplen
FUNC. Nétese que FUNC presupone la identidad. Esto significa que podriamos
prescindir de las Nmatrices para el tratamiento semantico de la contradiccién. Esto se
debe a que la contradiccién particular presentada no utiliza férmulas de complejidad
mayor que cero, es decir, en (7) no aparecen férmulas con conectivos. Nosotros
mantendremos el sistema Nmatricial, porque puede ser utilizado en los casos de
férmulas de complejidad mayor que cero. El fuerte vinculo que las Nmatrices han
mostrado con los estados cuanticos (14) es otra de las razones para mantener este
sistema.

La conclusién principal obtenida en 4.2 es que los proyectores del Hilbert
pueden ser considerados entes sin identidad o no individuos, por lo tanto los Py 0,1
de las dos primeras lineas de (7) no son dos instancias diferentes de un mismo proyector,
sino dos proyectores indiscernibles. Esto implica que no debemos asignar necesariamen-
te “el mismo” valor de verdad a nuestros proyectores. Ahora mostraremos cémo
asignar valores de verdad a estos proyectores indiscernibles. Para esto, utilizamos
las g-funciones (definicién 8), ya que una de sus caracteristicas més importantes es
que asignan valores indiscernibles (de la imagen) a elementos indiscernibles (de su
dominio). Esto es, las g-funciones mandan indiscernibles en indiscernibles. Por lo
tanto, si P y P’ son dos proyectores indiscernibles del dominio de la g-funcién, sus
valores de verdad asociados seran indiscernibles. Que una g-funcién asigne valores
de verdad indiscernibles a elementos indiscernibles de su dominio es consecuencia
directa de la definicién de g-funcién 8.1

Debemos definir cuél es el gset de valores de verdad de nuestras valuaciones.
Al margen de qué gset de valores de verdad elijamos, lo crucial es que: i) pueda
separarse en valores designados (D) y no designados (N) ii) en cada uno de estos

15 En (17), se han presentado las Nmatrices en QST. A partir de estos resultados, en estos momentos

se estd trabajando para construir nuevas Nmatrices en Q7.
16 Ademas, esta definicion converge a la definicién estdandar de funcién en ZF cuando los tnicos
entes indiscernibles son los idénticos.
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gsets, exista al menos un elemento que sea indiscernible de alguno de los elementos del
otro gset. Este tltimo requisito es para admitir la posibilidad de que si un proyector es
designado (no designado) por la valuacién, otro proyector indiscernible del primero
no sea necesariamente designado (no designado). Si los valores de verdad de todos
los proyectores indiscernibles se encontraran en el mismo gset, sea N o D, seguiriamos
encontrandonos con la contradiccion. Que la relacion de indiscernibilidad no sea una
congruencia entra en juego en este momento.!”

En el marco de 9, procedemos de la siguiente manera. Sea w un gset que
contenga los elementos 4, b, ¢, junto con varios elementos indiscernibles de cada uno.
Por poner un ejemplo, w podria ser el gset que contiene varias copias indiscernibles de
@, P(D)y P(P(D)). Estos gsets estan garantizados por los axiomas de gset potencia
y Esquema de Separacion. La existencia de indiscernibles viene garantizada por AED .
Utilizando el concepto de Nube (definicién 11), definimos V como el gset

V := N(a,w) UN(b,w) UN(c,w)
, de forma tal que:
» K(N(a,w),n) NK(N(b,w),m) NK(N(c,w),1).
s (I<m)AQ<m)A(1<])
» (a=b)A-(a=c)A-(b=c)

Esto es, todas las nubes cuentan con mas de un elemento y 4, b, ¢ son discernibles de a
pares. Ahora tomamos gsets A, A’, B, C (discernibles del vacio) que cumplan:

ACN(a,w) ; A'CN(a,w) ; BCN(bw) ; CCN(cw)
,donde Ay A’ deben satisfacer
ANA' =.
De esta manera, podemos definir los gsets de valores designados y no designa-
dos, D y N, como sigue:
D:=AUB ; N:=AUC.

Si las dos ultimas inclusiones no son estrictas, damos la posibilidad de que existan
valores que no sean ni designados ni no designados.!®

Por lo tanto, nuestras valuaciones pueden definirse como las g-funciones en
Q7 con dominio £(H), gset que contiene a todos los proyectores del Hilbert y es
cerrado bajo subférmulas, y codominio V.

17 En el marco de ZF, se podria considerar un modelo de los reales no estaindar (Analisis no

estandar (31)) y quedarse solo con 0, 1 y el Halo de cada uno. Donde el Halo de un real no estandar x es
el conjunto de todos los entes que son indiscernibles de x (en el sentido del Analisis no estandar). Esto
es, el conjunto formado por todos los reales no estandar de la forma x + ¢, con € un infinitesimal de la
teoria (ver (33)). Si ademas exigimos que dentro del Halo de cada real no estdndar (0 y 1) existan tanto
valores designados como no designados, podriamos tener una seméantica adecuada.

18 En el limite, cuando no contamos con elementos indiscernibles y 2~ colapsa en ZF, debido a
que las Nubes se convierten en singuletes, los gsets A y A’ no pueden ser disjuntos y no vacios. Por lo
tanto, debemos exigir que uno solo de ellos sea no vacio. Por supuesto, en este caso los gset de valores
designados y no designados se convierten en conjuntos estdndar disjuntos.
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v L(H) =V (8)

El gset del dominio ahora incluye no solo los proyectores sobre el espacio de
Hilbert, sino también los indiscernibles de cada uno de ellos. Es decir, es un L(H)
fundado en la axiomatica de Q, no ya en la de ZF.

Como nuestro tratamiento para la contradiccién KS no se compromete con los
conectivos, las condiciones impuestas sobre estas g-funciones para las férmulas de
complejidad mayor que cero no serdn explicitadas por el momento. No obstante, seria
coherente imponer condiciones de g-homomorfismo.

Con lo que tenemos hasta acd, garantizamos que varios valores designados
tengan indiscernibles en el gset de valores no designados y viceversa. Ademas, algunos
valores no cuentan con indiscernibles en el gset opuesto. Por lo tanto, si una valuacién
asigna el valor b’ € B, que es designado, al proyector Py de la primera linea de
(7), debera otorgarle también un valor designado b’ € B (V' = b") al proyector
indiscernible de la segunda linea de la ecuacién, ya que el gset de no designados no
cuenta con ningun indiscernible de b’. Sin embargo, si la valuacién otorga el valor
x € A al proyector Pyp,1 de la primera linea, deber4 asignarle un valor indiscernible
(y) al de la segunda linea, pero tal valor podria pertenecer tanto a A como a A’, es
decir, podria ser designado o no.

¢Por qué esto soluciona la contradiccion KS? La razén principal por la cual ahora
no se puede llegar a tal contradiccién es la siguiente: la relacion de indiscernibilidad (=)
es una relacién de equivalencia, pero no una congruencia (no colapsa a la identidad).
El hecho de que un valor de verdad a pertenezca, por ejemplo, al conjunto D no implica
necesariamente que otro valor indiscernible a’ pertenezca a D. Esto es, puede darse el
caso de que, siendoa =a’,a € Dya’ ¢ D. Por lo tanto, al hacer el conteo de valores
designado a lo largo de las lineas de (7), no tenemos por qué contar una cantidad par
de un lado e impar del otro. Dicho de otra manera: ya no se repiten los proyectores,
porque ahora son indiscernibles, no idénticos. Lo que generaba la contradiccién era
que se repitieran los proyectores en al menos dos lineas de (7). Problema solucionado.

Por un lado, contando con Nmatrices en Q, presentariamos una alternativa
para cuando quiera tenerse en cuenta tanto la indiscernibilidad de los proyectores
como también las restricciones impuestas por FUNC. Tendriamos nuestra solucién
extendida para férmulas de toda complejidad. Ademas, por supuesto, contariamos
con un metalenguaje inspirado en la propia ontologia cuédntica para las Nmatrices
(97), que se relaciona fuertemente con QST (y sus correspondientes Nmatrices en
QST). Por otro lado, relacionar los formalismos e interpretaciones presentados hasta
el momento (9, Q~, QST, RST, IMH, etc.) puede ser fructifero para cada uno de ellos.
Los desarrollos que se den en alguno de ellos pueden admitir implementacién en el
resto. Por eso, consideramos positivo mantener esta linea de investigacion de forma
interdisciplinar.

1 ha sido incorporada al metalenguaje de la IMH en (12). Lo propio ha comen-
zado a realizarse con Q~en (22) y (Krause et al.). Las Nmatrices y la l6gica cuantica
se han vinculado en (14-16). QST, RST y las Nmatrices comenzaron su vinculo en
(17). En (22) se presentaron fuertes relaciones entre QST y Q™ y en (18) se incluye
la teoria de Rough Sets (RST) a la red de relaciones. También existe la posibilidad
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de relacionar QST y Q™ con la mereologia cudntica ZF* presentada en (5; 11). Por lo
tanto, se ha establecido una red conceptual entre teorias, que consideramos tiene un
potencial importante para los temas relativos a la ontologia cuéntica.

6. CONCLUSIONES FILOSOFICAS Y PERSPECTIVAS FUTURAS

En el presente articulo, nos enfocamos en dos de los presupuestos del Teorema
KS, a saber, FUNC y la identidad de los proyectores, y estudiamos las consecuencias
que tiene para la ontologfa cuantica desprenderse de los mismos. Para lograr los obje-
tivos, se han establecido relaciones entre diferentes formalismos e interpretaciones
vinculadas a la cudntica, que tienen interés de suyo, al margen de la importancia que
tengan en el marco de la ontologia de los entes del micromundo. Se ha mostrado que
la teoria de casi-conjuntos Q~ es una herramienta valiosa como lenguaje metateérico
de una semdntica para el reticulo de proyectores cudnticos. Con la axiomatica casi-
conjuntista presentada y las valuaciones definidas alli, contemplamos la posibilidad
de admitir lenguajes con variables proposicionales genuinamente indiscernibles. Ade-
mas, tal posibilidad tiene un sustento por parte de la ontologia cuantica si se tiene
en cuenta que tales variables proposicionales recorren un dominio de proposiciones
cuanticas. Las propiedades/proposiciones genuinamente indiscernibles forman el
ntcleo de las interpretaciones modales de la Mecénica cudntica, como, por ejemplo, la
Interpretacion Modal Hamiltoniana, dando justificacién metafisica al uso de variables
proposicionales indiscernibles. Por lo tanto, con una ontologia de propiedades genui-
namente indiscernibles, el formalismo de las seméanticas no deterministas dado por
las Nmatrices y la axiomaética de casi-conjuntos, tenemos un marco ideal para explorar
todas las consecuencias que se desprendan de admitir lenguajes 16gicos con variables
indiscernibles.

Lo presentado aqui es solo el comienzo dentro de un marco de fundamentos
de la Mecanica cudntica, resta estudiar muchas posibilidades. Por ejemplo, las aplica-
ciones que las Nmatrices fundadas en Q™ puedan tener tanto en el marco l6gico puro
como en el fisico, las consecuencias de contar con un metalenguaje de proposiciones
indiscernibles en el &mbito de los universales, con sus correspondientes determinados
y determinables, el estudio de las diversas interpretaciones y aplicaciones que se le
puedan dar a estos lenguajes, etc. Pensamos que la reflexion sobre estos temas puede
ser de interés para todas las ramas comprometidas.
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