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RESUMEN

Introduccion: El andlisis de los problemas de ma-
tematicas de las pruebas de acceso a Cuerpo de
Profesores de Ensefianza Secundaria es un tema
de gran interés para futuro profesorado. Este traba-
jo tiene el propdsito de describir y clasificar dichos
problemas.

Método: Realizamos un analisis de contenido de
los problemas de Calculo Infinitesimal propuestos
en Espafia desde 2006 hasta 2018 y elaboramos
un instrumento de recogida basado en el analisis
de tareas matematicas.

Resultados: Los resultados muestran las caracte-
risticas de cada una de las comunidades auténo-
mas y la existencia de cinco tipos de problemas
que se caracterizan por su aspecto fenomenologi-
co.

Conclusiones: Se establece un primer perfil modal
de problema, de ambito nacional, que es de célculo
diferencial y que demanda conocer y utilizar defini-
ciones, utilizando funciones polinémicas, fraccio-
nes algebraicas o exponenciales en forma implicita
y que esta expresado de manera verbal-simbdlico.

Palabras clave: anadlisis de tareas; calculo infinite-
simal; profesorado de matematicas; seleccién del
profesorado.
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ABSTRACT

Introduction: The analysis of the problems of
mathematics of the competency tests to access
to teaching staff of public secondary education is
a subject of great interest for future teachers. This
works’ goal is to describe and classify such prob-
lems.

Method: We conducted a content analysis of the
infinitesimal Calculus problems proposed in Spain
since 2006 up to 2018. We also develop a collecting
instrument based on the analysis of mathematical
tasks.

Results: The results show the characteristics of
each of the autonomous communities and the ex-
istence of five types of problems, which are mainly
characterized by their phenomenological aspect.

Conclusions: It is possible to establish a problem
modal profile in Spain as one that is of differential
calculus and that asks to know and use the defi-
nition, using polynomial functions, algebraic or
exponential fractions, expressed in a verbal-symbol-
ic way and using the implicit expressions.

Keywords: Calculus; Secondary school teachers;
Tasks analysis; Teacher selection
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Introduccion

Aunque existe mucha literatura que proporciona informacion acerca de la
parte tedrica del temario de las oposiciones al profesorado de secundaria
en la especialidad de Matematicas, asi como numerosos documentos que
versan sobre |os ejercicios de las pruebas de dicho concurso oposicion por
comunidades autbnomas y sus soluciones, no hemos localizado ningun do-
cumento que haga un estudio profundo y exhaustivo que permita describir y
analizar las caracteristicas y dificultades de dichos problemas. Una primera
toma de contacto con la cuestion nos condujo a la hipotesis de partida de
que el grado de dificultad de unas pruebas a otras puede ser variable. Sin
embargo, parece dificil establecer con rigor el grado de dificultad de un pro-
blema de matematicas mas alla del ambito no escolar.

Se trata, por tanto, de un trabajo de caracter exploratorio, para cuya realiza-
cidn asumimos un marco que nos permita realizar un analisis semantico de
los enunciados de los problemas que nos permita poder clasificarlos. Este es
el marco de significado de un concepto matematico escolar de Rico (2012),
dentro del marco del andlisis didactico (Rico, 2013; Rico et al,, 2013; Rico
y Moreno, 2016) y el método de analisis el andlisis de contenido (Cohen et
al., 2011). Por pragmatismo, el articulo no abarca los problemas de todos
los examenes efectuados, sino que se centra en los problemas relativos al
Calculo Infinitesimal y en un periodo de tiempo limitado que abarca del afio
2008 al 2016.

De esta forma, el objetivo del trabajo es la descripcion y organizacion de los
problemas de las pruebas de acceso al Cuerpo de Profesores de Ensefian-
za Secundaria en la especialidad de Matematicas. Concretamente, la des-
cripcion de los problemas de Calculo Infinitesimal propuestos entre los afos
2008y 2016.

Los datos se recogen atendiendo a una serie de variables iniciales que sur-
gen del marco tedrico y que se van modificando y mejorando para optimizar
el andlisis de contenido. Los resultados se presentan tanto organizados por
variables como por comunidades auténomas y muestran que existen dife-
rencias entre las comunidades.

Fundamentacion teorica

No hemos encontrado antecedentes que analicen los problemas de oposi-
ciones de matematicas de secundaria, por lo que organizamos esta seccion
describiendo las pruebas de seleccion y presentando la nocion de signifi-
cado de un concepto matematico que permite interpretar los resultados y
organizar las variables de tarea seleccionadas.

Luna, A, et al. Problemas de Calculo en pruebas de acceso al Cuerpo de Profesores de Matematicas. ..
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Las pruebas de seleccion

Las pruebas de seleccion se convocan por las comunidades autbnomas con
competencias en educacion. Se regulan de forma general por el Real Decreto
276/2007 derivado de la Ley Organica 2/2006, LOE. Ademas de los requisitos
generales de los aspirantes (ser de algun estado de la Unién Europea, haber
cumplido 18 afios, no padecer enfermedad, no estar inhabilitado para la fun-
cién publica, ...), los requisitos especificos (poseer la titulacion superior y la
titulacion pedagdgica correspondientes), el Real Decreto también incluye en
su articulo 21 la descripcion del procedimiento de ingreso.

Los aspirantes deben superar dos pruebas. En la primera demostraran sus
conocimientos especificos de la especialidad. Esta prueba esta dividida en
dos partes, una practica de formacion cientifica y dominio de habilidades
técnicas, que en el caso de la especialidad de Matematicas consiste en la
resolucion de problemas. La segunda parte de la primera prueba consiste
en el desarrollo escrito de alguno de los temas que componen el temario. La
segunda prueba es de aptitud pedagogica y en ella se defiende una progra-
macion y una unidad didactica.

Este trabajo esta centrado en la primera parte de la primera prueba, es decir,
en el analisis de los problemas de Matematicas que tienen que resolver los
aspirantes.

Significado de un concepto matematico

La nocioén de significado que consideramos esta basada en una estructura
ternaria clasica (Frege, 1998). Inicialmente propuesta por Rico (2012, 2013),
la tripleta semantica se concreta en conceptos matematicos escolares
en estructura conceptual, sistemas de representacion y sentidos (Fernan-
dez-Plaza, 2016).

Dentro de la estructura conceptual se consideran tres tipos de elementos:
los objetos, los conceptos y las estructuras matematicas, por lo que analizar
los significados matematicos desde esta perspectiva consiste en identificar
y organizar dichos elementos y las relaciones que se establecen entre ellos.
Ademas, la estructura conceptual aporta criterios de veracidad para las pro-
posiciones que se obtienen de los conceptos.

Los sistemas de representacion estan definidos por un conjunto de signos,
reglas, notaciones y graficas que designan y muestran los conceptos y las
relaciones existentes entre los mismos. Estos, ademas, relacionan la referen-
ciay el sentido de un concepto.

Los sentidos incluyen aquellos modos de uso, contextos, fendmenos, situa-
ciones y problemas que estan en el origen del concepto y lo dotan de carac-
ter funcional (Ruiz-Hidalgo, 2016).

Luna, A, et al. Problemas de Calculo en pruebas de acceso al Cuerpo de Profesores de Matematicas. ..

24



REUGRA (2022), 29, 21-42. https://doi.org/10.30827/reugra.v29.30123

Analisis didactico y analisis de tareas

Para analizar las tareas establecemos un conjunto de variables para la or-
ganizacion e interpretacion de los datos elegidas dentro del marco de refe-
rencia denominado Analisis Didactico (Rico, 2013; Rico et al., 2013; Rico y
Moreno, 2016). Este marco se estructura en cuatro tipos de analisis (analisis
del significado, analisis cognitivo, analisis de instruccion y analisis de eva-
luacién) basados en las dimensiones del curriculo de Matematicas (cultural/
conceptual, cognitiva, ética/formativa y social).

El analisis de las tareas matematicas escolares es, para el analisis didactico,
uno de los organizadores del analisis de instruccion, el cual se centra en las
cuestiones relacionadas con la ensefianza, su planificacion e implementa-
ciony del que una de sus partes es el estudio y el disefio de tareas. Para ello
indaga en las variables de tarea, las funciones de las tareas y los distintos
tipos de tarea existente (Moreno y Ramirez, 2016). Estas variables permi-
tieron recoger los aspectos que estimabamos mas relevantes a la hora de
analizar una tarea y extraer casi toda la informacion de la misma. Sin embar-
go, el proceso de recogida y organizacion de datos nos exigio la eliminacion
de algunas de ellas y la concrecion de otras. Asi, por ejemplo, inicialmente
consideramos una variable denominada “Materiales” que recogia informa-
cion sobre los materiales necesarios para completar la tarea. Esta variable
se elimind puesto que no aportaba ninguna diferencia entre las tareas. Las
variables finalmente adoptadas corresponden a elementos descriptivos de la
tarea (Comunidad Auténoma'y afio) y, el resto, a elementos de significado de
los conceptos matematicos (Vargas et al., 2018). A continuacion, se descri-
ben las variables finales que utilizamos para describir las tareas:

+ Comunidad autonoma. Indica la comunidad autonoma donde se propuso
el problema.

+ Afio: afio de la convocatoria considerada.

+ Contenido-Bloque: Determina, de forma general dentro del Calculo Infinite-
simal si es una tarea de derivacion o de integracion.

- Contenido-Parte: Determina, de la forma mas concreta posible, el conteni-
do al que esta referida.

+ Formulacion. Describe el sistema de representacion en el que se expresa
la tarea.

+ Tipo de funcion. Permite determinar con mas precision aspectos del con-
tenido matematico a trabajar y la dificultad de los procedimientos. Esta
distincion surge de la idea de Jiménez (2018) quién considera que el tipo
de funcion es determinante en la dificultad de una tarea de Calculo Infini-
tesimal.

+ Tipo de coordenadas. Al igual que con el tipo de funcion, la forma en la que
esta expresada (implicita, explicita, coordenadas paramétricas, ...) parece
importante para determinar la dificultad de problema.

Luna, A, et al. Problemas de Calculo en pruebas de acceso al Cuerpo de Profesores de Matematicas. ..
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+ Situacion. La variable hace referencia a la situacion en el que se propone
la tarea. Para que la recogida de datos fuese mas eficiente, inicialmente se
considerd tomar las situaciones basadas en el marco PISA. Sin embargo,
finalmente las modalidades surgidas fueron tan especificamente matema-
ticas que quedaron reducidas a dos.

+ Contexto. Recoge informacion sobre los interrogantes funcionales del con-
tenido matematico y los fendmenos a los que el concepto da respuesta
(Ruiz-Hidalgo, 2016). Para el caso del Célculo Infinitesimal, los conceptos
se han organizado funcionalmente alrededor de los problemas de deriva-
cion e integracion. Por su parte, cada uno de ellos ha surgido de diversos
problemas y da respuesta a tipos de problemas diferentes. Por un lado, la
derivacion surge del problema de determinar la velocidad y del problema
de la determinacion de tangentes. Por otro lado, la integracion surge de los
problemas de determinacion del area y la determinacion de la antiderivada
(Alexandrov et al., 2014).

Meétodo

El trabajo es un estudio de tipo descriptivo e interpretativo (Cohen et al,
2011) que es de naturaleza exploratoria puesto que se propone profundizar
en una tematica poco estudiada.

El analisis de los datos se realiza siguiendo el método de analisis de conteni-
do para descubrir la estructura interna de los textos mediante el estudio de
su contenido semantico (Rico y Fernandez-Cano, 2013). Para ejecutarlo se
eligieron unas variables previamente establecidas que fueron modificandose
a lo largo del proceso de investigacion para adaptarlas a las necesidades
surgidas y hacerlas mas precisas.

Los datos se organizaron en una hoja de calculo en la que estaban todas
las variables de analisis. Como la recogida de datos fue muy detallada la in-
formacion obtenida se hizo dificil de manejar al contener muchas variables.
Esto nos condujo a modificar algunas variables para realizar una recogida
mas sustancial de datos. Los resultados se expresaron mediante la descrip-
cion de cada una de las variables y, adicionalmente, clasificados por comu-
nidades auténomas.

Posteriormente se realizd un analisis de conglomerados, una técnica que
permite agrupar elementos en grupos homogéneos en funcion de las simili-
tudes entre ellos (Pefia, 2002). Esto nos permitié determinar cinco grupos de
problemas tipo.

Luna, A, et al. Problemas de Calculo en pruebas de acceso al Cuerpo de Profesores de Matematicas. ..
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Muestra y unidades de informacion

La muestra se selecciono de entre los problemas de las pruebas de acceso
al Cuerpo de Profesores de Ensefianza Secundaria de la especialidad de Ma-
tematicas, restringiendo la misma atendiendo a:

+ Motivos practicos: aunque la denominacion cuerpo de Profesores de Ense-
flanza Secundaria se usa desde, al menos, 1991 (Orden de 23 de abril de
1991), se decidio reducir la busqueda a las pruebas selectivas efectuadas
entre los afios 2008 y 2016.

* Interés de los investigadores: se limito los problemas a los de Calculo dife-
rencial e integral.

- Disponibilidad: se pretendio barrer todo el territorio espafol, pero finalmen-
te se tomaron los problemas contenidos en los textos Diego et al. (2014,
2016) y Baena et al. (2014, 2016).

El nimero final fue 37 problemas. Sin embargo, como algunos de ellos es-
tan compuestos por diferentes apartados, consideramos como unidades de
informacién cada apartado de problema que pudiese considerarse un pro-
blema independiente, es decir, que tuviese sentido por si solo. De esta forma
la muestra de este estudio esta compuesta por 52 unidades de informacion,
que denominaremos enunciados.

Variables de analisis

En una primera etapa clasificamos los 52 enunciados en funcion de su vincu-
lacion con el Calculo Diferencial, con el Integral o con ambos. Comenzamos
el analisis haciendo uso de un conjunto inicial de variables de analisis de ta-
rea que fue tomado de Herrera et al. (2018), que se sustenta en las variables
descritas por Moreno y Ramirez (2016). Conforme se realizaba el trabajo se
fueron constatando de forma mas pormenorizada las necesidades especifi-
cas de nuestro analisis. Mediante “triangulacion de investigadores”, un me-
todo utilizado cuando la observacion unica no aporta informacion suficiente
o la informacion que aporta puede resultar ambigua, algunas de estas varia-
bles fueron perfeccionadas para adaptarlas mejor a los objetivos (Cohen et
al, 2017). El listado final de las variables y las modalidades que rigen esta
investigacion quedd como se describe en la Tabla 1.

Ademas de la variable Comunidad Auténoma, finalmente se utilizaron 9 va-
riables con un total de 28 modalidades diferentes para describir con ellas la
naturaleza de los resultados analizados, desde todos los aspectos relevan-
tes posibles.

Luna, A, et al. Problemas de Calculo en pruebas de acceso al Cuerpo de Profesores de Matematicas. ..
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Tabla 1. Variables

de analisis y moda-
lidades registradas.

Variable Modalidades Observaciones
Comunidad Comunidades autonomas de

autonoma Espafia

Afio Desde 2008 a 2016

Contenido-Blo-
que

Célculo Diferencial
Calculo Integral

Ambos

Contenido-Parte  Definicion Aplicacion se refiere a aplicacion de un algo-
Aplicacion ritmo conocido (p.e, calcular el maximo de
Propiedades una funcion).
Teoremas Teoremas incluye enunciados orientados a

demostrar que se conoce un teorema.

Formulacion Verbal-simbalica
Verbal
Tipo de funcion  Polinomica Funciones incognita son aquellas que resul-

Valor absoluto
Fraccion algebraica
Radical Exponencial
Integral

Serie
Trigonométrica
Incognita

tan ser la incognita del problema

Tipo de coorde-
nadas

Implicitas
Explicitas
Parametricas

Situacion

Matematica
Otro tipo

Contexto

Derivacion geometrica
Derivacion analitica
Integral indefinida
Integral definida Impropia
Integral definida. Medida

Las modalidad integral definida medida
incluye problemas de medida de probabilidad
como de célculo de areas y volumenes.

Resultados

Se presentan los resultados en tres bloques. En primer lugar, los resimenes
de los recuentos por variable; a continuacion, su lectura por comunidad auto-
noma. Para terminar, los tipos de problemas surgidos tras el analisis cluster.

Descripcion de los datos por variables

Con respecto al contenido que se trabaja en los problemas, que esta descri-
to mediante dos variables, Contenido-Bloque y Contenido-Parte, se afirma
que un 54% de los enunciados estan centrados en el calculo diferencial, un
36% en el calculo integral, y tan sélo un 10% de los problemas se plantean
cuestiones vinculadas a ambos calculos. Mas concretamente, un 69% de los
problemas son de definicion, un 38% son de aplicacion y en el 15% de ellos
hay que emplear teoremas.

En la formulacion de los problemas hay un predominio claro, del 88% de los
mismos, de enunciados en los que se emplea el lenguaje verbal-simbalico,
mientras que en el 12% restante se emplea el lenguaje verbal.

Luna, A., et al.
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Las funciones utilizadas se describen mediante las coordenadas que se utili-
zan en los enunciados y mediante el tipo de funcion que aparece. Con respec-
to a las coordenadas, en el 18% de los enunciados no figura explicitamente
ningun tipo de funcion, mientras que en el 25% de los enunciados aparecen
funciones implicitas, en el 50% explicitas y en el 7% paramétricas lineales. En
ninguno de los ejercicios analizados encontramos funciones expresadas en
coordenadas polares. Los tipos de funciones que predominan en las prue-
bas son las polindomicas, las fracciones algebraicas y las exponenciales. Por
otra parte, también se analiza el hecho de si las funciones consideradas son
simples o compuestas. Se observa que el 57% de las funciones de los enun-
ciados se habian definido haciendo uso de un unico tipo de funcion. Del 43%
restante (correspondiente al porcentaje de funciones compuestas), un 33%
de las funciones involucran dos tipos distintos de funciones, un 6% mezclan
tres tipos de funciones, y un 4% de ellas se definen mediante cuatro tipos de
funciones.

La situacion en la que se plantean los enunciados es, en el 98% de los pro-
blemas, una situacion meramente matematica, contemplando otro tipo de
situaciones solo el 2% de ellos.

Los contextos atafien a los contenidos del calculo diferencial, en el 37% de
los enunciados que involucran derivadas, figuran derivadas geomeétricas, y
en el 63% aparecen derivadas no geométricas (esto es mas analiticas). Res-
pecto al cdlculo integral (que representan un 63% del total), en el 10% de
los enunciados que involucran integrales, aparecen integrales indefinidas,
mientras que en el 83% aparecen integrales definidas y en el 7% integrales
impropias. Cabe mencionar que, dentro de las integrales definidas, el 17%
corresponden a medidas de probabilidad.

Datos por comunidades auténomas

De todas las comunidades autonomas, no en todas hemos identificado enun-
ciados de Calculo en cada uno de los afos estudiados. Las que se presen-
taran aqui son de las que tenemos datos: Andalucia, Aragon, Castilla y Leon,
Castilla-La Mancha, Cantabria, Ceuta, Extremadura, Galicia, Madrid, Melilla,
La Rioja y Comunidad Valenciana.

En cuanto a la variable contenido-bloque, vemos que se dan todo tipo de
situaciones, siendo solo dos comunidades las que hacen uso de las tres mo-
dalidades de la variable considerada. Todas las comunidades autonomas
que plantean problemas de Calculo lo hacen de Calculo Diferencial mientras
que no sucede lo mismo en relacién con Calculo Integral (ver Figura 1).
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Figura 1. Porcenta-
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En relacion con la variable Contenido-parte, son muy pocas las comunidades
que plantean problemas de profundizacion sobre los contenidos que requie-
ren la aplicacion de algun teorema conocido. Por otra parte, hay comunida-
des que solo plantean ejercicios de aplicacion (problemas de optimizacion,
célculo de éreas, etc.) estando este tipo de ejercicios considerados en los
examenes de todas las comunidades autbnomas (ver Figura 2).
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La Figura 3 muestra el predominio de los enunciados de tipo verbal-simbdli-
co en la formulacién de las tareas, si bien se muestran diferencias entre las
distintas comunidades auténomas.

Figura 3. Porcenta-
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Las Figuras 4 y 5 contabilizan las caracteristicas de las funciones que apare-
cen en los enunciados. Estas caracteristicas se comportan con una distribu-
cion bastante irregular en las distintas comunidades autonomas.
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En la Figura 6 se presenta qué situacion es mas caracteristica en los enun-
ciados de los problemas propuestos en las distintas comunidades auténo-
mas, quedando en evidencia que es la meramente matematica en todas las
comunidades autonomas salvo en la de Madrid. Las Figuras 7 y 8, por su
parte muestran la variable contexto. En la primera de ellas se detalla la distri-
bucion de los enunciados de derivacion, distinguiendo entre que el problema
sea de corte geométrico o analitico. En la segunda (Figura 8), mostramos el
grafico correspondiente a los problemas de integracion, distinguiendo entre
los relativos a la integral definida, la indefinida, las mediadas de probabilidad
o las integrales impropias.
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En Andalucia, se proponen problemas tanto de Calculo Diferencial como de
Calculo Integral, que son de aplicacion o de definicion. En la mayoria de ellos
aparecen funciones explicitas, aunque excepcionalmente (afio 2014) figura
una funcion implicita. Los problemas de derivacion se suelen presentar en un
contexto geométrico, donde se requiere el estudio de una funcion, mientras
que en que los de integracion, se suele preguntar por area encerrada entre

una curva, o por una de medida de probabilidad.
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Los problemas que se proponen en la comunidad auténoma de Aragon se
caracterizan por ser mayoritariamente de calculo integral. Nos encontramos
con problemas relativos a la integral definida, la indefinida o a las medidas de
probabilidad, que en su mayoria son problemas de aplicacion, aunque tam-
bién figuran problemas de definicion y de propiedades y teoremas, con un
uso generalizado de funciones implicitas. En casi la mitad de las ocasiones
se enuncian con una formulacion verbal. Los problemas de Calculo Diferen-
cial de esta comunidad del periodo analizado son de derivacion geomeétrica.

Los problemas propuestos en las pruebas de la Junta de Castilla y Leon se
caracterizan por ser de calculo integral en su totalidad, estando la mayo-
ria de ellos relacionados con las medidas de probabilidad, aunque también
aparecen problemas de integral definida de caracter general o de integral
indefinida. Son problemas cuyo contenido es de aplicacion y definicion. La
formulacion verbal se usa casi por igual que la verbal-simbdlica, a diferencia
de lo que sucede en la mayoria de comunidades autonomas.

Los enunciados de los problemas de las pruebas efectuadas en Castilla-La
Mancha se caracterizan por ser de calculo integral y de aplicacion en su to-
talidad. De hecho, son problemas de medida de probabilidad o de integral
definida en los que abundan las funciones paramétricas.

Los problemas propuestos en Cantabria se caracterizan por ser tanto de cal-
culo diferencial como integral, aunque éste ultimo tipo es el predominante.
Son problemas por lo general de definicion, aunque también figuran proble-
mas de aplicacion. Aparecen funciones explicitas e implicitas. Los proble-
mas de derivacion se presentan en un contexto geomeétrico, orientados al es-
tudio de una funcioén, mientras que los problemas de integracion involucran
a la integral definida, las medidas de probabilidad y las integrales impropias.

Los problemas de las pruebas de Ceuta se caracterizan por ser tanto de cal-
culo diferencial como integral, aunque éstos ultimos son mayoritarios. Por
lo general son problemas de definicion, aunque también los hay de aplica-
cion y de propiedades y teoremas. Aparecen funciones explicitas e implici-
tas. Todos problemas de derivacion analizados se presentan un contexto no
geomeétrico. En relacion con la integracion, aparecen problemas de integral
definida, de medida de probabilidad o de integrales impropias

Los problemas propuestos en Extremadura se caracterizan por ser de calcu-
lo diferencial en su totalidad. Los hay de definicidn y de propiedades y teore-
mas. Son problemas de derivacion no geométricos con funciones explicitas.
En la Figura 9 se proporciona un ejemplo.
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Si F es la funcién real de variable real dada por la siguiente expresion, determine Zgg;';‘:r?c‘gfg“ eF;w‘olas
su funcién derivada. pruebas de Extre-
madura.
n
2
X

F(x) = lim — (n + 24/ 2knx? — k2x4)

n—co n

k=1

Los problemas propuestos en Galicia involucran tanto el célculo integral
como el diferencial, aunque éste ultimo es el predominante. La mayoria son
problemas con un contenido de definicion, aunque también figuran proble-
mas de propiedades y aplicacion de teoremas. Aparecen funciones explici-
tas, implicitas y paramétricas. Los problemas de derivacion se presentan un
contexto no geométrico en su mayoria. Los ejercicios de integracion versan
sobre la integral definida.

En la comunidad de Madrid se proponen ejercicios tanto de calculo integral
como de calculo diferencial. La mayoria son problemas con un contenido de
definicion, aunque también podemos encontrarnos con problemas de apli-
cacion y de propiedades y teoremas. Las funciones vienen dadas por lo ge-
neral en forma explicita, aunque también aparecen funciones implicitas. En
los problemas de esta comunidad se emplea unicamente el lenguaje verbal,
y se consideran situaciones que no son meramente matematicas en un buen
numero de tareas (a diferencia de otras comunidades). Los problemas de
derivacion presentan un contexto no geomeétrico en su mayoria, y en los ejer-
cicios de integracion aparecen problemas de integral definida, indefinida y de
medidas de probabilidad. La Figura 10 recoge un ejemplo de calculo integral.

El centro de una plaza de una ciudad es un espacio peatonal con forma de Z'eggr’gb};q?zrgp'o

triangulo isésceles. El lado desigual de dicho triangulo y la altura sobre dicho Madrid (2015).
lado miden lo mismo: a metros. Un peatén atraviesa dicho triangulo en linea
recta, entrando por un punto del lado desigual y saliendo por algun punto de
alguno de los lados iguales. Si tanto el punto de entrada en el triangulo como la
direccion del camino que sigue son aleatorios e independientes, jcual es la
probabilidad de que recorra una distancia mayor que a metros dentro del
triangulo?

En las pruebas de Melilla podemos encontrarnos tanto con problemas de
calculo integral como con problemas que requieren el empleo de ambos
calculos (el diferencial y el integral) siendo su contenido de definiciéon y de
aplicacion. Las funciones que aparecen son explicitas. Los problemas de de-
rivacion se presentan un contexto geométrico. Respecto a los de integracion,
aparecen problemas de integral definida, indefinida y de medida de probabi-
lidad.

En la Comunidad Valenciana aparecen problemas tanto de calculo integral
como diferencial. La mayoria presentan un contenido de definicion, aunque
también figuran problemas de aplicacion y de propiedades y teoremas. Las
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funciones que involucran vienen dadas por lo general en forma explicita, aun-
qgue también aparecen algunas en forma implicita. En esta comunidad, la
mayoria de los problemas se formulan en lenguaje verbal-simbdlico, aunque
también los hay que emplean unicamente el lenguaje verbal. Los problemas
de derivacion presentan un contexto tanto geométrico como no geomeétrico,
y en los de integracion aparecen problemas de integral definida, indefinida y
de medidas de probabilidad.

Modelos de problemas

Para finalizar la presentacion de resultados, hacemos un analisis de conglo-
merados de los datos obtenidos, con el objetivo de identificar elementos que
puedan caracterizar los distintos enunciados segun la comunidad autonoma
a la que pertenecen, y estudiar similitudes y diferencias. Puesto que las mo-
dalidades son cualitativas, se procedio a la transformacion de la informacion
mediante la transformacion de las modalidades en variables para asi con-
vertir las modalidades de respuesta en ausencia-presencia. Ello nos permitio
realizar un analisis de similitudes.

Usando el software SPSS, etiquetamos los problemas con las comunidades
autonomas de donde procedian. Usando el método del vecino mas lejano
obtuvimos una agrupacion clara. Cuando empezaron a producirse aumentos
significativos en la distancia de enlace entre una etapa y la siguiente (que
significaba la fusién de grupos con diferencias notables entre si), decidimos
detener el proceso, obteniendo 5 grupos.

El Grupo 1, al que denominamos grupo singular, esta formado por los proble-
mas de las pruebas realizadas en Aragon (en el afio 2014), en Castilla Ledn
(en 2015), en Madrid (en 2014 y 2015), en Melilla (en 2016) y en la Comuni-
dad Valenciana (enlos afios 2010y 2016). Se caracterizan por ser problemas
de Calculo Integral en su mayoria, aunque también aparecen enunciados de
calculo diferencial y ejercicios que requieren de ambos calculos. Son proble-
mas de aplicacion. Este grupo es el Unico en el que aparecen problemas de
lenguaje verbal (en un 70% de los casos). También es el Unico grupo en el que
las funciones aparecen como incognitas, y en el que las situaciones, a veces,
no son matematicas. En los ejercicios de calculo integral, la mayor parte de
las integrales son definidas y responden a medidas de probabilidad. Este gru-
po también destaca por contener el mayor nimero de problemas que versan
sobre integrales indefinidas y de problemas de derivacion geométrica (ver,
por ejemplo, la Figura 11).

. . . . . Figura 11. Ejemplo
En una circunferencia se eligen n puntos al azar y de manera independiente. | " .\ e

Calcule la probabilidad de que los n puntos estén situados en un mismo arco de Grupo 1. Castilla y
o radianes o<r). Ledn, 2015.
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El Grupo 2, llamado grupo de integracion areas, lo componen los enuncia-
dos de las pruebas de Andalucia (2014 y 2016), Castilla Leén (2015), Castilla
la Mancha (2015), Cantabria (2016), Ceuta (2016), Madrid (2014), La Rioja
(2015) y la Comunidad Valenciana (2009 y 2015). En este grupo, junto con
el Grupo 3, no figuran problemas de calculo diferencial (por lo que todos los
problemas son de calculo integral). El contenido de los mismos es de aplica-
ciony la mayor parte de las funciones consideradas en ellos, casi el 80%, son
implicitas y polindmicas. En el restante 20% de las funciones consideradas
lo configuran funciones explicitas, y en concreto funciones algebraicas y de
valor absoluto. El lenguaje utilizado en los enunciados es el verbal-simbali-
co, y se plantean problemas de situacion Matematica. Este grupo recoge el
mayor porcentaje de ejercicios relacionados con las integrales definidas y de
medida de probabilidad (ver, por ejemplo, la Figura 12).

Figura 12. Ejemplo

Obtenga con ayuda del calculo integral, el area encerrada por la curva: de problema del
2 2 Grupo 2. Andalucia,
4x“ + 4y —A4x— 12y —26 =0 2014.

En el Grupo 3, Integracion, figuran problemas de calculo integral exclusiva-
mente. En este grupo se engloban las pruebas propuestas por las comunida-
des de Cantabria (2012), Ceuta (2014), Galicia (2014 y 2016), Melilla (2016) y
la Comunidad Valenciana (2008, 2009 y 2010). El contenido de estos proble-
mas, que se enuncian en lenguaje verbal-simbolico, es por lo general de de-
finicion, pero algunos versan sobre propiedades y teoremas. Las funciones
que aparecen son explicitas y paramétricas. Es uno de los grupos con mas
variedad de funciones. En concreto figuran 6 tipos de funciones: polindmi-
cas, fraccion algebraica, radical, exponencial, integral y trigopnométrica. La
situacion que plantean los ejercicios es matematica y en ellos aparecen inte-
grales definidas e indefinidas. Destaca por ser el grupo en el que se propone
un mayor numero de integrales impropias (ver, por ejemplo, la Figura 13).

Figura 13. Ejemplo
de problema del
Grupo 3. Comu-
nidad Valenciana,
2009.

1 2 - -
Calcule fD e X" dx con precision de una milésima.

El Grupo 4, Derivacion, esta formado por los ejercicios propuestos en Ceuta
(2014), Extremadura (2015), Galicia (2016) y Madrid (2010 y 2015). Estos
problemas suelen ser de calculo diferencial, aunque también aparecen pro-
blemas de tipo mixto (esto es calculo integral y diferencial). En cuanto a los
contenidos, los problemas de este grupo son de definicion y de propiedades
y teoremas. Se caracterizan por el empleo de lenguaje verbal-simbdlico, y el
tipo de funciones que aparecen en ellos son funciones explicitas, en concreto
fracciones algebraicas, radicales, exponenciales, integrales, trigonométricas.
También destaca por ser el Unico grupo donde aparecen series como tipo
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de funcién. Son problemas de situacion matematica. Estamos ante el grupo
con mayor numero de problemas de derivacion no geométrica (aunque tam-
bién podemos encontrar problemas de derivacion de corte geométrico). Res-
pecto a la integracién las integrales que aparecen son definidas (ver, como
ejemplo, la Figura 14).

Sea una funcién f € C*(R)tal que

14+ x+—=
X

lim

x=0

Calcule razonadamente f(0), £'(0), " (0).

( f(x))”x o3

Por ultimo, en el Grupo 5, Derivacion geomeétrica, se engloban los ejercicios
de las pruebas realizadas en Andalucia (2016), Aragon (2014), Cantabria
(2016), Galicia (2016) y Madrid (2016). Estos problemas son todos de célcu-
lo diferencial, y de definicion, planteados en lenguaje es verbal-simbdlico. En
este grupo se hace uso de muchos tipos de funciones que se presentan de
forma implicita, explicita y paramétrica. En concreto se usan funciones po-
lindbmicas, de valor absoluto, radicales, exponenciales y trigopnométricas. La
situacion de los problemas es matematica y aparecen ejercicios de deriva-
cion no geométrica y geomeétrica. De hecho, es el grupo con mayor nimero
de problemas de derivacion geométrica (ver, como ejemplo, la Figura 15).

Dada la curva C que admite una parametrizacion
a(t) = (efcost,etsint,V3et), t€ER

Determine las ecuaciones de la recta tangente, el plano normal y el plano
osculador a la curva en el punto P=q/(0).

La Tabla 2 resume los grupos con las modalidades mas frecuentes en cada
uno de ellos.

De forma comparada, el Grupo 1 recoge problemas “singulares”’, que se ca-
racterizan por ser de calculo integral, y de aplicacion. Son los Unicos enun-
ciados en los que se emplea solo el lenguaje verbal. En ellos la funcién apa-
rece COmMo una incognita. Ademas, es el unico grupo en el que se consideran
situaciones distintas de la matematica. Es por ello que estos problemas a
priori, podrian presentar mayor dificultad, por la necesidad de entender bien
el enunciado de plantear correctamente el ejercicio.

El Grupo 2 al igual que el Grupo 3 estaria formado por problemas de integra-
cion, con la diferencia de que en el Grupo 2 la integracion aparece en forma
de calculo de areas y medidas de probabilidad, mientras que en el Grupo 3
se consideran integrales definidas, indefinidas e impropias. En el Grupo 2 los
ejercicios son de aplicacion a diferencia del Grupo 3, en el que la mayoria de
los enunciados son de definicion y se hace uso de un mayor tipo de funciones.
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de problema del
Grupo 4. Madrid,
2010.

Figura 15. Ejemplo

de problema del
Grupo 5. Galicia,
2016.
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Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4 Grupo 5
Singulares Integracion Integracion Derivacion Derivacion
areas Geométrica
Comunidad Aragon, 2014 And. 201416 Cantabiria, Ceuta, 2014 Andalucia, 2016
CyL, 2015 CyL, 2015 2012 Extrem, 2015 Aragon, 2014
Madrid CIM, 2015 Ceuta, 2014 Galicia, 2016 Cantabria, 2016
2014,15 Meli-  Cant,, 2016 Galicia, Madrid, Galicia, 2016
lla 2016 Ceuta, 2016 2014,16 2010,15 Madrid, 2016
C.V,2010,16 Madrid, 2014  Melilla, 2016
La Rioja, 2015 C.V, 08,09,
C.V,2009,15 10
Contenido-Blo-  Calc. Integral ~ Calc. Integral  Calc. Integral ~ Calc. Diferen-  Calc. Diferencial
que cial
Contenido-Par-  Aplicacion Aplicacion Definicion Definicion Definicion
te Teorema
Formulacion Verbal Verbal-Sim- Verbal-Sim- Verbal-Sim- Verbal-Simboalico
bdlico bolico bolico
Tipo de funcion  Incognita Polinomica Exponencial Fraccion Valor absoluto
Integral Series Trigonomeétrica
Tipo de coor- Implicita Explicita Explicita Implicita
denadas Explicita
Situacion Otra Matematica Matematica Matematica  Matematica
Contexto Int. indefinida  Integral Me- Int. Impropia  Deriva. ana- Derivacion geo.
Integral dida litica
Medida

El Grupo 5 es el unico que se centra en la derivacion considerando unica-
mente la geométrica. El Grupo 4 es el unico que hace uso de la derivacion no
geométrica (incluyendo también de enunciados en los que intervienen tanto
el cdlculo integral como diferencial). Ademas, presenta un mayor nimero de
enunciados de propiedades y teoremas lo que incrementa la complejidad de
sus ejercicios. El Grupo 5 hace un mayor uso de las funciones trigonométri-
cas.

Reflexiones finales

En este trabajo hemos realizado un analisis de contenido de los enunciados
de las Pruebas selectivas de acceso a los cuerpos de Profesores de Ense-
flanza Secundaria de las distintas Comunidades Auténomas de Espafia, en
relacion con los ejercicios de calculo diferencial e integral de un rango de
afos determinado (2008-2016). Se han comentado las caracteristicas de las
mismas bajo el prisma de las distintas categorias que han servido como
variables para nuestro analisis. Que la herramienta desarrollada para este
analisis haya hecho aflorar la informacion de forma tan exhaustiva, precisa
y nitida, subraya la certeza de que las categorias empleadas son apropiadas
para este estudio. También es importante poner de manifiesto que se ha uti-
lizado un instrumento de analisis de tareas innovador puesto que, si bien se
ha apoyado en otros ya establecidos, ha requerido reestructurar y enriquecer
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estos métodos preexistentes para adecuarlos de manera idonea a nuestras
necesidades.

Los resultados, interpretados desde el modelo de significado utilizado, mues-
tran que los problemas:

- Con respecto a la estructura conceptual se centran mas en el calculo dife-
rencial que el integral, y que lo mas frecuentemente solicitado es conocer
y utilizar una definicion. Las funciones mas repetidas son las polinémicas,
las fracciones algebraicas y las exponenciales, casi siempre sin utilizar
composicion de funciones.

- El sistema de representacion usado es verbal-simbdlico mayoritariamente,
utilizando las funciones implicitas en la mitad de los casos.

- Las situaciones son siempre matematicas (salvo un problema), y los con-
textos mas utilizados son analiticos (para derivacion) y de medida (para
integracion).

Ademas, se han podido establecer cinco tipos de problemas prototipo cuyo
elemento mas caracteristico es el contexto. Esto favorece su clasificacion fe-
nomenologica atendiendo al problema matematico que pretenden resolver.
Es sorprendente que no todos los tipos de problemas se propongan en todas
las comunidades auténomas. Las semejanzas y diferencias se pueden sin-
tetizar, en relacion con los problemas analizados, como sigue: Las pruebas
en Andalucia se caracterizan por los problemas de areas, en el ambito de la
integracion, y por los de derivacion aplicada a la geometria. Las de Aragon se
caracterizan por problemas que requieren interpretacion y por los de deriva-
cion geomeétrica. En Castilla Ledn hay preferencia por los problemas de areas
y también por los que requieren interpretacion. En Madrid aparecen todo tipo
de problemas, por lo que esta comunidad puede ser la mas compleja a la
hora valorar los ejercicios de oposicion. En Melilla abundan los problemas
de integracion y los que requieren ser interpretados. En la Comunidad Valen-
ciana encontramos problemas que requieren interpretacion, de integracion
(en especial de areas). En Castilla-La Mancha solo aparecen problemas de
areas. En Cantabria se prefieren los problemas de dreas y de integracion. En
Ceuta se opta por los problemas de areas, de integracion y de derivacion. En
la Rioja se prefieren problemas de areas, y en Extremadura los problemas
de derivacion. En Galicia son mas frecuentes los problemas de integracion,
derivacion y derivacion geomeétrica.
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