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Este articulo muestra evidencias del conocimiento de siete profesores so-
bre las caracteristicas de aprendizaje de estudiantes en probabilidad con-
dicional. Se trata de un estudio cualitativo de corte interpretativo. Usa-
mos el modelo Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge y la
perspectiva de andlisis Bottom-Up y Top-Down para caracterizar el co-
nocimiento evidenciado en un cuestionario y una entrevista. Los resulta-
dos muestran que reconocer sesgo, falacias y confusiones contribuye a
identificar, por el profesor, las fortalezas, dificultades e interaccion que
tienen los estudiantes en probabilidad condicional. Proponemos nuevos
indicadores de conocimiento didactico del contenido que permiten com-
prender configuraciones cognitivas de estudiantes.
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Teacher’s Knowledge about Learning Characteristics on Conditional
Probability: A Case Study

This article shows evidence of the knowledge of seven teachers about the
conditional probability student learning features. It is a qualitative study
of an interpretive nature. We used the Mathematics Teacher’s Specialised
Knowledge model and the Bottom-Up and Top-Down analysis perspective
to characterize the knowledge evidenced in a questionnaire and an inter-
view. The results show that recognizing bias, fallacies and confusions con-
tributes to the identification, by the teacher, of the strengths, difficulties
and interaction that students have in conditional probability. We propose
new indicators of pedagogical content knowledge that allow understand-
ing of cognitive configurations of students.
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En las altimas tres décadas, se han implementado reformas curriculares en diversos
paises (por ejemplo, Espania, Chile y Estados Unidos) que proponen la inclusion
de contenidos de probabilidad en nivel primaria y bachillerato (Tishkovskaya y
Lancaster, 2012). Mas aln, existen interrogantes enmarcados en la didactica de la
probabilidad, entre los cuales se destacan cuestionamientos relacionados con la
competencia profesional de profesores de matematicas, en activo y en formacion,
para la ensefanza de estos contenidos (Batanero et al., 2005).

Sowder (2007) afirma que el profesor es un agente clave en el cumplimiento
de las directrices curriculares. Al respecto, Ball et al. (2008) destacan conocimien-
tos matematicos y didactico matematicos del profesor necesarios para llevar a cabo
un proceso de ensefianza efectivo, pues estos conocimientos repercuten en el
aprendizaje de los estudiantes. Sin embargo, algunas investigaciones han dado
cuenta de la existencia de limitaciones de conocimiento de los profesores para la
ensefanza de las matematicas, especificamente en contenidos de probabilidad (Ba-
tanero et al., 2015).

Con respecto a la probabilidad condicional, Heitele (1975) afirma que es un
concepto base en el desarrollo del razonamiento probabilistico, debido a que per-
mite incorporar cambios sustanciales a los grados de creencia a medida que se
anade nueva informacion. A pesar de ello, la investigacién en educacion matema-
tica sobre probabilidad condicional ha permitido identificar diversas dificultades
en torno a su ensefianza y aprendizaje (Estrada y Diaz, 2007).

A continuacion, procedemos a describir, de manera sucinta, algunos antece-
dentes que guardan relacion con los conocimientos del profesor para la ensefianza
de la probabilidad condicional, haciendo especial énfasis en investigaciones que
analizan el conocimiento didactico matematico, el cual es objeto de nuestro estu-
dio.

Con respecto a los conocimientos matematicos para la ensefianza de la proba-
bilidad, se ha encontrado la presencia de sesgo, falacias y confusiones en el razo-
namiento probabilistico condicional (Estrada y Diaz, 2007). Estos resultados se
relacionan con los reportados por Elbehary (2020), quien identifica, desde una
perspectiva psicologica cognitiva, que 62 profesores en formacion manifiestan ses-
gos y falacias al resolver problemas reales que involucran la probabilidad condi-
cional. De igual modo, Contreras (2011) identifica y relaciona estas dificultades
para definir la probabilidad condicional con limitaciones de conocimiento mate-
matico asociados a la independencia de sucesos y probabilidad conjunta.

Ademas de los conocimientos matematicos, se consideran fundamentales los
conocimientos didacticos del contenido para la instruccion, estos son necesarios
para que el profesor transforme el conocimiento del contenido a conocimiento en-
sefiable (Shulman, 1986). A pesar de ello, Batanero et al. (2015) afirman que las
metodologias utilizadas por los profesores estan asociadas a procesos algoritmicos,
en las cuales predominan la utilizacion de actividades que demandan poca activi-
dad cognitiva. Estos resultados se relacionan con los encontrados por Tanujaya et
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al., (2018), quienes identifican que las actividades que usualmente disefian y apli-
can los profesores para el aprendizaje de la probabilidad condicional proveen una
comprension limitada o insuficiente. En consecuencia, investigaciones en didac-
tica de la probabilidad identifican bajos niveles de conocimiento didactico del con-
tenido para la ensefianza de la probabilidad y recomiendan llevar a cabo investiga-
ciones que permitan aportar elementos para desarrollar el conocimiento de los
profesores (Elbehary, 2020; Estrada et al., 2018).

Batanero et al. (2005) identifican bajos indices de conocimiento didactico de
132 futuros profesores de bachillerato sobre el disefio e implementacion de recur-
sos didacticos para la ensefianza de la probabilidad condicional. Estos resultados
se relacionan con los encontrados por Stohl (2005), quien analiza el conocimiento
didactico de 35 profesores de bachillerato en la aplicacion de una secuencia de
probabilidad condicional y encuentra limitaciones para interpretar aspectos rela-
cionados con la interaccion de los estudiantes con un recurso virtual. Ambas in-
vestigaciones recomiendan llevar a cabo estudios que busquen avanzar en la ca-
racterizacion del conocimiento de profesores sobre recursos y estudiantes para la
ensenanza de la probabilidad condicional.

Ortiz et al. (2012) encuentran limitaciones en el conocimiento didéctico de
167 profesores de primaria para interpretar las respuestas de estudiantes, especifi-
camente, dificultades para describir las causas que generan errores en las respues-
tas de estudiantes a situaciones de juegos equitativos. Por su parte, Vasquez y Al-
sina (2015) identifican limitaciones en el conocimiento de 96 profesores de
primaria para interpretar y describir las configuraciones cognitivas presentes en las
respuestas de estudiantes en situaciones problema de probabilidad. Por tltimo, Da-
nisman y Tanisli (2017) reconocen, en un estudio de caso con tres profesores de
bachillerato, dificultades para interpretar los conflictos de aprendizaje que presen-
tan estudiantes al responder problemas de probabilidad.

La indagacion bibliografica nos permite afirmar dos aspectos: la existencia de
limitaciones en el conocimiento del profesor para interpretar las caracteristicas de
aprendizaje de los estudiantes; y que, hasta el momento, hay escasez de investiga-
ciones que estudien el conocimiento especializado del profesor de matematicas
para la ensefianza de la probabilidad condicional. Por lo cual, en este articulo nos
proponemos, desde un enfoque cualitativo, caracterizar el conocimiento del profe-
sor sobre las caracteristicas de aprendizaje de los estudiantes en probabilidad con-
dicional.

MARCO TEORICO

A partir de los aportes de Shulman (1986), quien reconoce tres tipos de conoci-
miento del profesor (el conocimiento del contenido, el conocimiento didactico del
contenido y el conocimiento curricular del contenido), diversos investigadores han
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propuesto importantes modelos de conocimiento del profesor de matematicas en-
focados en conceptualizar y caracterizar el conocimiento necesario del profesor.
Entre los modelos destacados se encuentran: The Knowledge Quartet de Rowland
et al. (2005), The Mathematical Knowledge for Teaching (MKT) de Ball et al.
(2008), el Conocimiento Didactico-Matematico de Godino y Pino-Fan (2013) y el
Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge (MTSK) de Carrillo et al. (2018).

Hacemos especial mencidén al modelo MTSK, desarrollado por el grupo del
Seminario de Investigacion en Didactica de la Matematica (SIDM) de la Univer-
sidad de Huelva, y que tomamos como principal referente tedrico para esta inves-
tigacion. Este modelo es una propuesta tedrica y una herramienta analitica que
permite analizar, desde una perspectiva especializada, distintas practicas y cono-
cimientos del profesor de matematicas (Carrillo et al., 2018). El surgimiento de
este modelo se da a partir de las experiencias de la aplicacion del MKT, en las
cuales se identifican la nocion de especializacion de los conocimientos del profesor
y las dificultades en la caracterizacion y limitacion de distintos subdominios de
conocimiento.

El MTSK brinda una propuesta de organizacion de los conocimientos del pro-
fesor, en la cual plantea dos dominios: Conocimiento matematico y Conocimiento
didactico del contenido (ver figura 1). A continuacion, describimos resumidamente
los dominios y subdominios que lo componen, haciendo especial énfasis en el sub-
dominio KFLM por ser el centro de nuestro estudio.

KoT KMT
il Conocimiento de la
Conocimiento de
ensefianza

los temas

de las matematicas

KFLM

Conocimiento de
las caracteristicas
del aprendizaje de
las matematicas

KSM

Conocimiento de la
estructura de la
matemdtica

MK Conocimiento Matematico

Conocimiento de los
estandares de

aprendizaje de las

matemadticas

Conocimiento de la
practica
matematica
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Figura 1. Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge (MTSK) (Carrillo et
al., 2018)
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Conocimiento Matematico (MK)

Este considera el conocimiento que tiene el profesor de las matematicas como dis-
ciplina cientifica en un entorno escolar, es decir, el saber qué se ensena. El MK
estd dividido en tres subdominios.

Conocimiento de los temas (KoT). Es importante que el profesor conozca los
temas de manera fundamentada. Esto implica tener un conocimiento profundo so-
bre aspectos del contenido como la fenomenologia, propiedades, fundamentos,
procedimientos, definiciones y registros de representacion del contenido que va a
ensefiar (Escudero-Avila et al., 2015).

Conocimiento de la estructura matematica (KSM). Considera el conocimiento
del profesor sobre las conexiones entre los elementos matematicos que guardan
relacion con el contenido a ensefiar. Estas conexiones permiten al profesor com-
prender e identificar el contenido en una misma red teorica (Carrillo et al., 2018).

Conocimiento de la practica matematica (KPM). Se sitiian en este subdominio
los conocimientos del profesor sobre las formas de desarrollar, crear o producir en
matematicas, aspectos de la comunicacidon matemadtica, el razonamiento y la
prueba, todos ligados a un tema especifico o a la matematica general (Carrillo et
al., 2018).

Conocimiento Didactico del Contenido (PCK)

Este dominio abarca los conocimientos del profesor de matematicas en relacion
con la didactica especifica del contenido, debido a que reconoce la importancia de
los multiples puntos de vista (ensefianza, aprendizaje y curriculo) del profesor que
son propios de su labor (Carrillo et al., 2018).

Conocimiento de la enserianza de las matematicas (KMT). Este subdominio
considera los conocimientos del profesor sobre las teorias (personales e institucio-
nales), recursos y estrategias, técnicas y tareas para la ensefianza de un contenido
matemético particular (Escudero-Avila et al., 2015).

Conocimiento de los estandares de aprendizaje de las matematicas (KMLS).
Situa el conocimiento del profesor sobre las capacidades conceptuales, procedi-
mentales y de razonamiento que debe o puede alcanzar un estudiante en determi-
nados niveles educativos (Carrillo et al., 2018).

Conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje de las matemdticas
(KFLM). Este comprende el conocimiento del profesor sobre como los estudiantes
piensan y construyen conocimientos al abordar actividades y tareas (Sosa et al.,
2013). En el KFLM se consideran cuatro categorias:

1. Teorias de aprendizaje asociadas a un contenido matematico. Refiere al co-
nocimiento sobre las caracteristicas propias de los procesos de aprehension
de distintos contenidos. Incorpora el conocimiento de las teorias (persona-
les o institucionales) y estructuras de desarrollo cognitivo (Escudero-Avila
et al., 2015).
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2.

Fortalezas y dificultades asociadas al aprendizaje de un contenido matema-
tico. Engloba los conocimientos sobre los errores, obstaculos y dificultades
que guardan relacidon con los procesos del aprendizaje de contenidos espe-
cificos. Asimismo, reconoce las potencialidades del contenido que pueden
ser aprovechadas para su aprendizaje (Sosa et al., 2013).

Formas de interaccion de los estudiantes con un contenido matematico.
Considera el conocimiento del profesor sobre las estrategias y procesos que
realizan los estudiantes al abordar tareas o actividades. También abarca los
conocimientos sobre las expresiones lingiiisticas formales o informales de
los estudiantes (Carrillo et al., 2018).

Principales intereses y expectativas de los estudiantes al abordar un conte-
nido matematico. Comprende los conocimientos sobre intereses y expecta-
tivas, preconcepciones y concepciones de los estudiantes con respecto a la
matematica o a un contenido (Sosa et al., 2013).

Es importante mencionar que en esta investigacion nos enfocamos en las catego-
rias Fortalezas y dificultades asociadas al aprendizaje de un contenido matematico
y Formas de interaccion de los estudiantes con un contenido matematico.

De forma alterna al modelo MTSK, este estudio toma como referencia ele-
mentos tedricos detectados en investigaciones sobre el aprendizaje de la probabi-
lidad condicional: sesgo, falacias y confusiones:

¢

Sesgo de equiprobabilidad. Estd asociado al grado de creencia, el cual per-
mite, erroneamente, dar igual asignacion probabilistica a los sucesos alea-
torios de una situacion (Lecoutre, 1992).

Falacia de la conjuncion. Es la percepcion incorrecta de la interseccion de
dos sucesos, debido a que se concibe el suceso interseccion como mas pro-
bable, en vez de considerar la probabilidad de cada uno de los eventos por
separado (Tversky y Kahneman, 1982).

Falacia de la condicional transpuesta. Es una incorrecta simbolizacion de
los sucesos condicionados y condicionantes, importantes en la asignacion
de la probabilidad condicional, lo cual produce que los ordene incorrecta-
mente (Falk, 1986).

Falacia de las tasas base. Sucede cuando el sujeto se deja llevar por ideas
preconcebidas e ignora la probabilidad a priori asociada al suceso aleatorio,
esto para calcular la probabilidad de un suceso a posteriori (Tversky y Kah-
neman, 1982).

Falacia de eje de tiempo. Se asocia Unicamente el condicionamiento entre
sucesos aleatorios con su orden temporal y no consideran que naturalmente
un suceso aleatorio puede estar condicionado a otro, aun cuando este Gltimo
haya ocurrido con anterioridad (Falk, 1986).
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¢ Confusion entre probabilidad conjunta y condicional. Se interpretan inco-
rrectamente los enunciados en probabilidad condicional y se tiende a repre-
sentar los sucesos por medio de la probabilidad conjunta o viceversa
(Tversky y Kahneman, 1982).

¢ Confusion entre sucesos independientes y mutuamente excluyentes. Es la
confusion del sujeto al significado del término “independiente” en probabi-
lidad, dado que, en el lenguaje comun, este término puede hacer referencia
a “separado” (Kelly y Zwiers, 1986).

METODOLOGIA

Con el proposito de caracterizar los conocimientos del profesor de bachillerato
asociados a las caracteristicas de aprendizaje de estudiantes en probabilidad con-
dicional, consideramos un estudio de caso instrumental (Stake, 1995) desde el en-
foque del paradigma interpretativo (Bassey, 2003), debido a la riqueza holistica
que brindan los estudios cualitativos para analizar al profesor como un objeto de
estudio complejo y situado (Bisquerra, 2004).

Los casos
Los casos que se consideraron en esta investigacion son Alberto, Edgar, Fabiola,
Gabriel, Mario, Ricardo y Sara (pseudénimos), profesores en tres instituciones de
educacion publicas del nivel bachillerato ubicadas en México. Para esta seleccion
se consideraron dos variables importantes:
¢ Experiencia. Los casos tienen entre 3 y 14 afios consecutivos enseiando la
asignatura de Estadistica II para el nivel Bachillerato. Esta asignatura con-
sidera en su programa de estudios el tema de probabilidad condicional.
¢ Académico. Los participantes de este estudio poseen el grado de maestria
(el 42% en Educacion Matematica y el otro 58% en economia, administra-
cion o ingenieria) y con frecuencia manifiestan tener un amplio dominio de
contenidos de probabilidad en bachillerato.

Recoleccion de la informacion

Se utilizaron dos fuentes para recoger datos: un cuestionario abierto y una entre-
vista semiestructurada, realizada posteriormente a la aplicacién del cuestionario.
Hernandez et al. (2014) mencionan que los cuestionarios abiertos son una alterna-
tiva para analizar variables cualitativas, las cuales requieren una reflexion propia
del participante.

En ese sentido, disefiamos y validamos un cuestionario para indagar en el co-
nocimiento del profesor sobre las caracteristicas de aprendizaje de estudiantes en
probabilidad condicional. El cuestionario cuenta con cuatro situaciones, divididas
en dos partes cada una: en la primera, se presenta un problema de probabilidad
condicional y se solicita su resolucion; en la segunda, se muestran respuestas de
estudiantes hipotéticos al problema anterior y solicita una descripcion detallada
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del razonamiento empleado por cada estudiante. En el disefo de las primeras partes
de las situaciones presentadas en el cuestionario se consideraron problemas en pro-
babilidad condicional propuestos por Diaz y De la Fuente (2007) en un cuestiona-
rio para evaluar el razonamiento probabilistico de profesores. Para las de las se-
gundas partes, disefiamos respuestas (correctas e incorrectas) de estudiantes
hipotéticos (ver tabla 1) que presentan implicitamente sesgo, falacias y confusio-
nes asociadas al razonamiento condicional.

Tabla 1
Sesgo, falacias y confusiones presentes en las respuestas de estudiantes

Situacion  Estudiante Sesgo, falacias o confusiones

hipotético
S1 El Respuesta Correcta
E2 Falacia de la Conjuncién
E3 Sesgo de Equiprobabilidad
S2 El Respuesta Correcta
E2 Falacia de la condicional transpuesta
E3 Sesgo de Equiprobabilidad
S3 El Confusion entre sucesos independientes y mutuamente ex-
cluyentes
E2 Falacia eje de tiempo
E3 Respuesta Correcta
S4 El Falacia de las tasas base
E2 Falacia de las tasas base
E3 Confusion probabilidades conjuntas y condicionales
E4 Respuesta Correcta

Nota. S=Situacion; E=Estudiante hipotético

Con respecto a la entrevista, este instrumento se diseid con el proposito de indagar
en el conocimiento del profesor sobre la interaccion que tienen los estudiantes con
el concepto de probabilidad condicional. En ese sentido, las preguntas giraron en
torno a tres topicos: experiencias previas de los estudiantes en probabilidad condi-
cional, primer acercamiento de los estudiantes al concepto de probabilidad condi-
cional, y el papel del lenguaje en el aprendizaje de la probabilidad condicional.

Analisis de la informacion

El analisis de los datos tuvo como objetivo establecer, de manera natural y no for-
zada, nuevos indicadores del conocimiento del profesor para la ensefianza de la
probabilidad condicional. En ese sentido, se consider6 pertinente tomar como re-
ferencia un enfoque dual de analisis de los datos, denominado Bottom-Up y Top-
Down, el cual permite adoptar una sensibilidad teérica para el tratamiento de la
informacion (Glaser, 1992).
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¢ Bottom-Up. Se centra en la organizacion de un conjunto de observaciones
a un fendmeno de investigacion (Merriam, 1988). En este sentido, se cate-
gorizan los datos del fendmeno a través de la observacion y deteccion de
relaciones (analisis concreto). A partir de eso, se crean y establecen catego-
rias teodricas propias del fenomeno, que surgen a partir de los datos y no
desde la teoria (Niss, 20006).

¢ Top-Down. Utiliza conceptos teoricos previamente establecidos para iden-
tificar situaciones, procesos y objetos inmersos en los datos; los cuales, por
lo general, son visibles desde el marco teorico de referencia (Niss, 2006).
No obstante, los conceptos tedricos mencionados pueden sufrir desdobla-
mientos durante el proceso de analisis de los datos (Merriam, 1988).

El referente tedrico que utilizamos en esta investigacion para el Top-Down son los
indicadores para el subdominio KFLM propuestos por Sosa et al. (2016) (tabla 2).

Tabla 2

Indicadores del conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje (Sosa et al.,

2016)

Categoria de andlisis

Indicador

Conocimiento de las forta-
lezas y dificultades asocia-
das al aprendizaje de un
contenido matematico

Conocer las necesidades y dificultades de los estudiantes
sobre el contenido matematico

Conocer las confusiones matematicas que pudiera tener
el estudiante, provocadas por la relacion equivocada de
un contenido actual con un contenido relativamente an-
terior

Conocer las confusiones y los errores matematicos de los
estudiantes, producidos por no proceder ordenadamente
0 no respetar las convenciones matematicas

Conocer las imagenes o ideas matematicas inadecuadas
que los estudiantes pueden poseer o adquirir de un con-
tenido

Conocer los errores que los estudiantes pueden cometer
al hacer determinados célculos aritméticos provocados
por un despiste al hacer operaciones o transformaciones,

o por no dominar el nuevo contenido que se estd abor-
dando

Conocer que los estudiantes tienen dificultades en reco-
nocer y aplicar analogias y equivalencias en la resolucion
de problemas

Conocimiento de las for-
mas de interaccion de los
estudiantes con un conte-
nido matematico

Saber interpretar el conocimiento o pensamiento mate-
matico que expresan los estudiantes en su lenguaje

Conocer los detalles de la resolucion de un problema sus-
ceptibles de desviar la atencion de los estudiantes para
llegar a su solucion
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Tabla 2

Indicadores del conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje (Sosa et al.,

2016)

Categoria de analisis

Indicador

Conocer los calculos matematicos que podrian realizar
de forma mecanica los estudiantes sin saber en realidad
lo que estan haciendo matematicamente

Para explicitar con mayor precision el instrumento de analisis de la informacion,
proporcionamos un diagrama (ver figura 2) que muestra los pasos y la convergen-
cia de las perspectivas Bottom-Up y Top-Down para cumplir el objetivo propuesto.

Teoria

Datos

A

Conocimiento de las Caracteristicas de
Aprendizaje (KFLM)

Indicadores de fortalezas,
dificultades y formas i 0
de estudiantes con el contenido

Codificacién axial de
evidencias cuestionario
y entrevista

Top-Down

Planteamiento
de categorias
tedricas.

Nuevos indicadores
de conocimiento

Codificacién
selectiva de las
evidencias
Codificacién axial de

las evidencias
— s Bottom-Up
Asignacion de cédigos para las
evidencias

Creacion de cédigos para las evidencias del
cuestionario y entrevista

\ 4

Figura 2. Nuestras perspectivas Bottom-Up y Top-Down (Elaboracion propia)

RESULTADOS

Los instrumentos de andlisis permitieron identificar y analizar episodios claves que
dan cuenta del conocimiento matematico y didactico matematico de los participan-
tes en probabilidad condicional. A consecuencia de ello, se plantean indicadores
de conocimiento asociados al KFLM. Las situaciones completas con las respecti-
vas respuestas de Estudiantes hipotéticos estan en los anexos (los EiS;j correspon-
den al estudiante hipotético i y situacion j).

Para plantear el primer indicador, presentamos evidencias del cuestionario que
guardan relacion con conocimientos de profesores para el reconocimiento de
sesgo, falacias y confusiones asociadas a probabilidad condicional. Comenzamos
con la interpretacion de Fabiola a la respuesta E3S2: “Tengo la misma confianza
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en ambas predicciones, puesto que el resultado positivo del examen diagnostico es
lo mismo que decir que una persona tiene cancer”.

Fabiola: Baso E3 su andlisis en diferentes factores, como dije anteriormente en la
situacion 1, ésta va acompafiada de una certeza. Si la situacion 2 afirma que
hubo un resultado positivo y el paciente tiene cancer, por lo que llegé E3
al resultado que confia igual en ambas predicciones.

En la interpretacion a la respuesta de E3 a la S2, Fabiola menciona “lleg6 al resul-
tado que confia igual en ambas predicciones”, con esto inferimos que utiliza su
conocimiento para identificar el sesgo de equiprobabilidad presente en la respuesta
del estudiante. Interpretamos que reconoce la igual asignacion probabilistica que
le da E3 a cada uno de los eventos aleatorios, es decir, identifica que considera
P(E/R) = P(R/E), tal que E es estar enfermo de cancer y R es resultar positivo en
la prueba diagndstica. Se resalta que la mayoria de los participantes presentan evi-
dencias de su KFLM para reconocer este sesgo.

Gabriel interpretd la respuesta E1S1, “Es méas probable que la Seleccion de
México pierda el primer partido, dado que es un suceso que puede ocurrir con
mayor probabilidad”, del siguiente modo:

Gabriel:  La probabilidad de ganar ya estando en la final es 1/2 (aqui no existe el
empate) pero antes debia de cumplir el evento perder el primer partido y
haber ganado cinco partidos siguientes, lo que hace que al ser condicional
la probabilidad sea menor.

En este episodio, inferimos que Gabriel utiliza su MK para justificar, por medio
de un contrargumento, la respuesta de E1 a la situacién 1. El caso hace uso de la
definicion de evento simple y compuesto para comparar las probabilidades de los
dos eventos P(I) y P(C/I), tal que I es ganar el primer partido y C es ganar el cam-
peonato; y afirma que el evento simple es mas probable que el evento condicio-
nado. Asi pues, inferimos que el profesor toma como unica referencia su propia
respuesta a la situacion 1 para interpretar la respuesta de E1 y con ello no detecta
la falacia de la conjuncion. Encontramos que ninguno de los casos presento evi-
dencias en su KFLM para el reconocimiento de esta falacia.

Edgar interpretd como sigue la respuesta E2S2, “Es mas probable diagnosticar
el cancer en una persona que haya dado positivo en la prueba”.

Edgar:  El alumno cree que la prueba influye en la aparicion del cancer, es decir, el
resultado de la prueba “afecta” la aparicion del cancer.

En este fragmento, evidenciamos que Edgar utiliza su conocimiento para identifi-
car la falacia de la condicional transpuesta presente en el razonamiento de E2 a la
S2. El caso menciona que “el alumno cree que la prueba influye en la aparicién
del cancer”, lo cual nos permite inferir que el caso reconoce correctamente que E2
confunde el evento condicionado y el evento condicionante al simbolizar las pro-
babilidades conjuntas. A pesar de esta evidencia, encontramos que la mayoria de
los participantes no poseen conocimientos para identificar esta falacia.
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Por su parte, Mario interpreto la respuesta E1S4, “La probabilidad de que el
taxi implicado sea azul es del 80%, puesto que, si se da por hecho que el testigo lo
vio, esa es la probabilidad con que identifica correctamente los colores del auto”,
de la siguiente manera:

Mario:  El alumno le da validez al testimonio, dejando de lado que la probabilidad
de accidente depende del nimero de taxis circulando de dicha compaiiia.

Este episodio muestra como Mario emplea su conocimiento para identificar la fa-
lacia de las tasas base presente en la respuesta de E1 a la S4. Inferimos que el caso
reconoce correctamente el razonamiento empleado por el estudiante, debido a que
afirma que éste considera en su respuesta inicamente los eventos en donde el tes-
tigo identifica el auto y no toma en cuenta los eventos asociados a la compaifiia de
taxis. Destacamos que la mayoria de los casos muestran evidencias en su conoci-
miento para identificar esta falacia.

Fabiola interpreto asi la respuesta E2S3, “Solo seran independientes si después
de sacar la carta de la baraja y ver si es rey, se devuelve a la baraja y posteriormente
se procede a sacar una segunda carta, para ver si es de corazones”:

Fabiola: El razonamiento también es valido; la situacion no especifica si el ejercicio
es con remplazo para lo que podria considerarse ambas situaciones tal como
lo plantea el estudiante dos. Pero el ejercicio menciona que se saca una
carta.

En este episodio, identificamos limitaciones en el conocimiento de Fabiola para
reconocer la falacia de eje de tiempo, presente en la respuesta de E2 a la S3. Espe-
cificamente, inferimos la presencia de esta falacia en el razonamiento probabilis-
tico del caso, debido a que la interpretacion que brinda a la respuesta de E2 no
considera el concepto de independencia de eventos en situaciones sincronicas.
También, suponemos que esta limitacion en su conocimiento matematico influye
directamente en su conocimiento didactico del contenido para identificar esta difi-
cultad en el razonamiento del estudiante. Encontramos que la mayoria de los casos
estudiados mostraron limitaciones en su conocimiento para identificar esta falacia.

Ricardo interpretd6 como sigue la respuesta a la situacion E3S4, “La probabi-
lidad que el taxi implicado sea azul es del 12%, por el principio de la multiplica-

cion, se hace el producto de la probabilidad que sea azul con la probabilidad que

. : 15 _ 80 _ 12
el testigo haya visto correctamente el color del auto, o0 X To0 = E’,'

Ricardo:  Solo considera la posibilidad de la unién de dos eventos que pueden suce-
der (probabilidad conjunta).

En este episodio, Ricardo utiliza su conocimiento para identificar la confusion en-
tre la probabilidad conjunta y condicional presente en la respuesta de E3 a la S4.
Inferimos que el caso identifica el razonamiento empleado por E3 al afirmar que
unicamente considera la probabilidad conjunta asociada a la situacion, es decir,
reconoce, a secas, el cumplimiento de ambos eventos en un mismo espacio de
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tiempo. Los hallazgos dan cuenta de que la mayoria de los casos evidencian ele-
mentos de su KFLM para identificar esta confusion.

Por ultimo, la interpretacion de Edgar a la respuesta E1S3, “No son indepen-
dientes porque en la baraja hay un rey de corazones, es decir, tiene ambas caracte-
risticas y eso relaciona los sucesos, por ello son dependientes” es:

Edgar: No analiza E1 las caracteristicas de cada evento y no entiende E1 el concepto
de la independencia.

En este episodio, Edgar utiliza su conocimiento para identificar limitaciones en el
razonamiento probabilistico de E1 a la S3. Inferimos que el caso reconoce las di-
ficultades del estudiante hipotético en el reconocimiento de las caracteristicas de
los eventos aleatorios y la comprension de la independencia de eventos. Sin em-
bargo, consideramos que la interpretacion del caso no reconoce implicita o expli-
citamente que el estudiante hipotético confunde los eventos independientes y los
mutuamente excluyentes. Por esta razon, afirmamos que Edgar identifica parcial-
mente la confusion entre eventos independientes y mutuamente excluyentes. En-
contramos que ninguno de los casos evidenci6 elementos de su KFLM para iden-
tificar esta confusion.
A partir estas evidencias, planteamos el indicador:

KFLM1. Conocer que el razonamiento probabilistico de estudiantes, en situacio-
nes que involucren el concepto de probabilidad condicional, puede contener sesgo,
falacias y confusiones.

Para el segundo indicador, presentamos evidencias recolectadas en el cuestionario
que guardan relacion con dificultades para interpretar el lenguaje y razonamiento
probabilistico de los estudiantes hipotéticos y las dificultades en la asignacion de
las probabilidades simples, compuestas, condicionales y teorema de Bayes. Se re-
cogen a continuacion las interpretaciones de Ricardo y Sara a la respuesta E1S2,
“Es mas probable la primera prediccion. Puesto que, al realizar estudios, es mas
probable encontrar resultados positivos en una persona con cancer’.

Ricardo:  Considero que el estudiante cree que el resultado positivo en el test es un
indicativo final de poseer cancer.

Sara: Si una persona tiene cancer y el resultado de la prueba diagndstica es posi-
tivo, se cumplen las dos condiciones.

En este fragmento, Ricardo y Sara evidencian limitaciones de conocimiento para
interpretar el lenguaje de E1 a la S2. Con respecto a Ricardo, inferimos que hace
una incorrecta interpretacion del lenguaje utilizado por el E1, debido a que men-
ciona, erroneamente, que el estudiante hipotético toma en consideracion los even-
tos como simples y no como condicionales. Con respecto a Sara, encontramos la
misma dificultad, con la diferencia de que afirma, errébneamente, que el estudiante
toma en cuenta los eventos como compuestos. Destacamos que la mayoria de los
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casos presentan dificultades para interpretar el lenguaje utilizado por los estudian-
tes en la simbolizacion y asignacion de probabilidades.

Fabiola interpreta del siguiente modo la respuesta E4S4, “La probabilidad de
que el taxi implicado sea azul es del 41%, porque aplicando el teorema de Bayes,
dividimos la probabilidad de que el carro sea azul y el testigo lo vio™.

Fabiola: Porque ya se cumplieron los dos eventos, lo vio y el carro es azul. Por tanto,
solo aplica casos favorables entre casos totales.

En este episodio, Fabiola evidencia limitaciones en su conocimiento para interpre-
tar la respuesta de E4 a la S4. Con respecto al MK, inferimos que el caso presenta
limitaciones para definir la probabilidad condicional y conjunta, debido a que men-
ciona que el teorema de Bayes es aplicar “casos favorables entre casos totales”.
Con base en estas limitaciones, el caso emplea su conocimiento para interpretar
incorrectamente el razonamiento y lenguaje empleado por el estudiante, afirmando
que E4 toma en consideracion los eventos asociados a la situacion como conjuntos.
Es preciso notar que la mayoria de los casos poseen limitaciones en su KFLM para
interpretar el razonamiento utilizado por los estudiantes en la aplicacion de la pro-
babilidad simple, compuesta, condicional y teorema de Bayes.

Esta misma profesora interpreta asi la respuesta E3S3, “Si son independientes.
Esto se debe a que la probabilidad de obtener un rey dado que se ha extraido una
carta de corazon es 1/13 y es igual a la probabilidad de obtener un rey “a secas” es
4/52 = 1/13. Por ello, ser una carta de corazones "no afecta” la probabilidad de
obtener un rey”.

Fabiola:  Por definicion, se puede considerar que los eventos son independientes y al
mencionar la situacion que se saca una carta de la baraja los eventos son
independientes.

En este episodio, consideramos que Fabiola evidencia limitaciones en su conoci-
miento para interpretar la respuesta de E3 a la S3. Destacamos el fragmento donde
afirma ““al mencionar la situacion que se saca una carta de la baraja los eventos son
independientes”. Esta respuesta nos permite inferir que el caso posee limitaciones
para definir la independencia de eventos. Con base en esta limitacion, emplea su
PCK para interpretar (erroneamente) el razonamiento de E3, al mencionar que éste
considera los eventos aleatorios como independientes porque la situacion afirma
que se realiza un tnico experimento. Destacamos dificultades en todos los partici-
pantes para interpretar el razonamiento de estudiantes hipotéticos en relacion con
el concepto de independencia de eventos.
Con base en estas evidencias, planteamos el indicador:

KFLMZ2. Conocer que los estudiantes emplean expresiones lingiiisticas inadecua-
das para referirse a conceptos probabilisticos (probabilidad simple, compuesta y
condicional; teorema de Bayes e independencia de eventos).

Para proponer el tercer indicador, se presentan evidencias recolectadas en la entre-
vista que guardan relacion con limitaciones de conocimiento didactico matematico
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en la identificacion de la diferencia epistemoldgica entre eventos aleatorios y de-
terministas y su influencia en el aprendizaje de la probabilidad.

Entrevistador:  Teniendo en cuenta la naturaleza aleatoria de conceptos en probabi-
lidad, ;considera usted que este factor incide en el aprendizaje de es-
tos conceptos? ;Por qué?

Mario: Cuando te hablan de matematicas, normalmente el estudiante espera
que todo tiene un resultado preciso. La percepcion de la aleatoriedad
genera un conflicto en estudiantes y profesores.

En este episodio, identificamos que Mario evidencia su conocimiento didactico
matematico para reconocer la influencia que tiene la naturaleza aleatoria de los
eventos en el aprendizaje de la probabilidad. El participante afirma que “hay un
choque, la percepcion de la aleatoriedad genera un conflicto en estudiantes y pro-
fesores”. Con base en esta afirmacion, inferimos que el participante reconoce las
dificultades que tienen los estudiantes al abordar, por primera vez, el concepto de
probabilidad. Encontramos que la mayoria de los casos presentan limitaciones en
su KFLM para identificar diferencias epistemoldgicas de los eventos aleatorios y
deterministas y su influencia en el aprendizaje.
A partir estas evidencias proponemos el indicador:

KFLMa3. Saber que la naturaleza aleatoria de los eventos en probabilidad podria
generar dificultades en la interpretacion de los resultados por parte de los estudian-
tes.

Para el cuarto y quinto indicador, presentamos evidencias recolectadas en la entre-
vista que guardan relacion con dificultades de los casos en la identificacion del
papel que tienen las experiencias previas en el aprendizaje de la probabilidad.

Entrevistador: ;| Como inciden las experiencias previas en el aprendizaje de concep-
tos probabilisticos?

Ricardo: Yo creo que es positivo. En ocasiones, cuando se habla con estudian-
tes acerca de fendémenos aleatorios, los estudiantes empiezan a visua-
lizar y analizar los conceptos aleatorios y a relacionarlos con expe-
riencias previas. Esto les ayuda a tener de una perspectiva distinta lo
que pueda o no suceder y asi tomar decisiones.

En este episodio, Ricardo posee elementos de conocimiento para identificar el pa-
pel que tienen las experiencias previas de los estudiantes ante fenomenos aleatorios
y su influencia en el aprendizaje de la probabilidad. Explicitamente, Ricardo men-
ciona que “los estudiantes empiezan a visualizar y analizar los conceptos aleatorios
y relacionarlos con experiencias previas”. Con esta evidencia, inferimos que el
caso reconoce la influencia positiva que tienen las experiencias previas en el apren-
dizaje de la probabilidad, dado que permite reconocer, desde una perspectiva apli-
cada, los conceptos probabilisticos. Encontramos que la mayoria de los participan-
tes estudiados evidenciaron elementos en su conocimiento para identificar la
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influencia positiva de las experiencias aleatorias en la interaccion de los estudian-
tes con contenidos probabilisticos.
Con base en esta evidencia, proponemos el indicador:

KFLM4. Conocer que las experiencias previas de los estudiantes ante fenomenos
aleatorios contribuyen a la introduccién de conceptos probabilisticos.

Entrevistador: ;| Como inciden las experiencias previas en el aprendizaje de concep-
tos probabilisticos?

Fabiola: Influyen positivamente, porque ellos [estudiantes] traen un conoci-
miento empirico, pero no se ponen a analizar como es el funciona-
miento de los juegos de azar. Este conocimiento que han adquirido
[los estudiantes], influye en como desarrollan su aprendizaje, porque
aquellos que no traen este conocimiento presentan confusiones y di-
ficultades posteriormente.

En este episodio, se identifican elementos del conocimiento de Fabiola para reco-
nocer la influencia positiva que tienen las experiencias ante fenomenos aleatorios
en el aprendizaje de la probabilidad. Sin embargo, quisiéramos profundizar en otro
aspecto importante. En el fragmento, Fabiola menciona que “aquellos [estudian-
tes] que no traen este conocimiento [experiencias previas ante fenomenos aleato-
rios] presentan confusiones y dificultades”. Con base en esta afirmacion, recono-
cemos que el caso afirma que poseer este tipo de experiencias es razon suficiente
para no presentar dificultades durante el aprendizaje de la probabilidad. Esto per-
mite inferir que el conocimiento didactico matematico del caso no reconoce que el
sesgo, las falacias y las confusiones pueden estar relacionadas con las experiencias
previas. Destacamos que ninguno de los casos estudiados evidencio elementos en
su conocimiento para identificar las posibles dificultades en el aprendizaje relacio-
nadas con las experiencias previas ante fendmenos aleatorios.
A partir de la evidencia anterior, proponemos el indicador:

KFLMS. Conocer que las experiencias previas de los estudiantes ante fenomenos
aleatorios pueden propiciar sesgo, falacias y concusiones en su razonamiento pro-
babilistico.

DISCUSION DE LOS RESULTADOS

Los resultados de esta investigacion nos permitieron encontrar nuevas categorias
teodricas asociadas al conocimiento didactico del contenido del profesor para la en-
sefianza de la probabilidad condicional. Es importante mencionar que, en conso-
nancia con Sosa et al. (2016), denominamos estas nuevas categorias tedricas como
indicadores de conocimiento.

Asi pues, en la tabla 3 resumimos los indicadores que se hallaron para las ca-
tegorias de analisis del KFLM.
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Tabla 3
Indicadores de conocimiento propuestos para el KFLM

KFLM1 Conocer que el razonamiento probabilistico de estudiantes, en situaciones
que involucren el concepto de probabilidad condicional, puede contener
sesgo, falacias y confusiones.

KFLM2 Conocer que los estudiantes emplean expresiones lingiiisticas inadecuadas
para referirse a conceptos probabilisticos (probabilidad simple, compuesta
y condicional; teorema de Bayes; independencia de eventos).

KFLM3 Saber que la naturaleza aleatoria de los eventos en probabilidad podria ge-
nerar dificultades en la interpretacion de los enunciados por parte de los es-
tudiantes.

KFLM4 Conocer que las experiencias previas de los estudiantes ante fendémenos
aleatorios contribuyen a la introduccion de conceptos probabilisticos.

KFLM5 Conocer que las experiencias previas de los estudiantes ante fendémenos
aleatorios pueden propiciar sesgo, falacias y confusiones en su razona-
miento probabilistico.

Los resultados de este estudio evidencian bajos indices de conocimiento de las
caracteristicas de aprendizaje para identificar fortalezas y dificultades de estudian-
tes en probabilidad condicional. Se encuentran limitaciones en el conocimiento del
profesor para reconocer sesgo, falacias y confusiones presentes en las respuestas
de estudiantes hipotéticos a problemas que involucran el concepto de probabilidad
condicional. Los participantes han utilizado estrategias erroneas para interpretar y
describir el razonamiento empleado por los estudiantes, entre las cuales destaca-
mos: uso de variables externas a la situacidn, parafrasis de las respuestas de los
estudiantes, y justificacion de la respuesta del estudiante con base en la respuesta
del caso a la situacion. A partir de ello, proponemos el indicador KFLM1.

En relacion con estos resultados, Vasquez y Alsina (2015) encuentra que pro-
fesores en formacion poseen limitaciones de conocimiento para interpretar y des-
cribir las configuraciones cognitivas presentes en las respuestas de estudiantes a
problemas en probabilidad. De igual modo, Ortiz et al. (2012) identifican dificul-
tades en profesores para reconocer el origen de errores en las respuestas de estu-
diantes. Los resultados de nuestra investigacion permiten detallar y matizar el co-
nocimiento del profesor con respecto a la identificacion de sesgo, falacias y
confusiones presentes en el razonamiento probabilistico condicional de estudiantes
de bachillerato.

Otro de los resultados que destacamos son las limitaciones de conocimiento
de los profesores para reconocer las expresiones lingiiisticas que utilizan los estu-
diantes cuando se refieren a conceptos probabilisticos. Especificamente, eviden-
ciamos dificultades en la interpretacion de las referencias lingiiisticas de los estu-
diantes a conceptos como probabilidad simple, compuesta, condicional, teorema
de Bayes e independencia de eventos. En consecuencia, los casos estudiados inter-
pretan incorrectamente las respuestas de los estudiantes hipotéticos, debido a que

PNA, 15(1)



J. M. Le6n, L. Sosa y J. Carrillo 18

confunden las asignaciones que estos realizan a cada uno de los eventos aleatorios
simples, compuestos y condicionales. Con base en esto, proponemos el indicador
KFLM2.

En relacion con estos resultados, Huerta (2018) afirma que, desde la lingiiis-
tica, el concepto de probabilidad condicional es dificil de identificar en situaciones
en contexto, debido a que posee similitudes semanticas para cada uno de los even-
tos que contiene. Por su parte, Vasquez y Alsina (2015) destacan la importancia
de reconocer elementos lingiiisticos en el aprendizaje de la probabilidad, dado que
las expresiones verbales comunes que utiliza la mayoria de los estudiantes provie-
nen de significados intuitivos en probabilidad. Nuestros resultados permiten escla-
recer, desde un punto de vista especifico de la probabilidad condicional, el valor
de considerar elementos lingiiisticos en el conocimiento del profesor para com-
prender las caracteristicas de aprendizaje, especificamente en la interpretacion de
las producciones de estudiantes.

Por otra parte, se ha identificado que la mayoria de participantes posee cono-
cimientos para identificar la influencia epistemologica que tienen los eventos alea-
torios en el desarrollo del razonamiento probabilistico de estudiantes, dado que
afirman que la naturaleza aleatoria de los eventos genera dificultades en los estu-
diantes en la interpretacion de enunciados de situaciones problema en probabili-
dad. Consecuentemente, proponemos el indicador KFLM3.

En relacion con estos resultados, Contreras (2011) afirma que los profesores
de matematicas poseen limitaciones en su conocimiento para identificar conteni-
dos y variables didacticas que dificultan la resolucion de problemas en probabili-
dad. Asimismo, Huerta (2018) menciona que el conocimiento de profesores sobre
la resolucioén de problemas es muy limitado, debido a que estos no reconocen la
influencia que tiene la naturaleza aleatoria de la probabilidad en la construccion de
conocimiento en los estudiantes. Nuestros resultados concuerdan con estos hallaz-
gos y permiten esclarecer y particularizar, en relacion con el conocimiento del pro-
fesor para la ensefianza de la probabilidad condicional, que la naturaleza aleatoria
de los eventos en probabilidad influye negativamente en la resolucion de proble-
mas.

Finalmente, nuestros resultados dan cuenta de limitaciones del conocimiento
del profesor para identificar fortalezas y dificultades de los estudiantes con el con-
cepto de probabilidad condicional. Encontramos que los casos reconocen las posi-
bles fortalezas que trae, para el aprendizaje de la probabilidad, tomar en conside-
racion las experiencias previas de los estudiantes ante fenomenos aleatorios porque
contribuyen a los procesos de significacion en el aula. Sin embargo, encontramos
limitaciones en el conocimiento para reconocer las posibles dificultades que po-
drian causar las experiencias previas durante el proceso de aprendizaje de la pro-
babilidad condicional. Asi, proponemos los indicadores KFLM4 y KFLMS.

Con respecto a estos resultados, Diaz et al. (2012) mencionan que los profe-
sores presentan en su razonamiento probabilistico la presencia de falacias, sesgo y
confusiones asociadas a la probabilidad condicional. Por su parte, Elbehary (2020)
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expresa que el nivel de desarrollo cognitivo de profesores para la resolucion de
situaciones que involucran la probabilidad condicional es muy bajo. Mientras que
Vésquez y Alsina (2015) mencionan que los profesores poseen limitaciones en su
conocimiento para interpretar y describir las configuraciones cognitivas presentes
en las respuestas de estudiantes en problemas de probabilidad. Los resultados de
esta investigacion guardan relacion con los hallazgos anteriores y permiten avan-
zar, desde un punto de vista especifico, en la distincion de las limitaciones cogni-
tivas del conocimiento didactico del profesor para interpretar sesgos, confusiones
y falacias presentes en las respuestas de estudiantes hipotéticos a problemas que
involucran la probabilidad condicional.

En el modelo MTSK, Sosa et al. (2016) proponen, para las categorias de ana-
lisis del KFLM, indicadores de conocimiento, permitiendo asi, especificar y mati-
zar el conocimiento que deberia tener el profesor con respecto al aprendizaje de
los estudiantes. Los resultados de nuestra investigacion permiten refinar/proponer
nuevos indicadores de conocimiento para las categorias Conocimiento de las for-
talezas y dificultades de los estudiantes con un contenido matematico (KFLM1,
KFLM3 y KFLMS5) y Conocimiento de las formas de interaccion de los estudiantes
con el contenido matematico (KFLM2 y KFLM4).

CONCLUSIONES

Borovenik y Kapadia (2010) mencionan que no es adecuado considerar unica-
mente la faceta matematica para comprender la forma en que los estudiantes razo-
nan ante una situacion de probabilidad condicional. Con respecto a ello, Elbehary
(2020) afirma que existe una evidente falta de investigacion en torno a los procesos
cognitivos que involucra los profesores para la ensefianza y aprendizaje de la pro-
babilidad condicional. En este sentido, este estudio permitié identificar numerosas
limitaciones del conocimiento didactico del profesor para reconocer sesgo, falacias
y confusiones en las respuestas de estudiantes. Con esto, se espera avanzar en la
propuesta de niveles de conocimiento didactico de profesores para interpretar las
producciones de estudiantes.

Es necesario que el profesor sea consciente de como los estudiantes piensan y
construyen conocimientos al abordar actividades y tareas en matematicas (Sosa et
al., 2016). La utilizacion del modelo de conocimiento del profesor nos ha permi-
tido identificar aportes tedricos y metodologicos que contribuyen a la consolida-
cion del modelo MTSK para analizar la practica profesional del profesor de mate-
maticas. Con respecto a los aportes teoricos, la investigacion aporta nuevos
indicadores de conocimiento del profesor; con ello, se espera avanzar en la deli-
mitacioén del subdominio KFLM, especificamente en las categorias Fortalezas y
dificultades asociadas al contenido matematico e Interaccion de los estudiantes con
el contenido matematico. En cuanto a los aportes metodologicos, proponemos un
cuestionario de conocimientos para analizar el KFLM que posee un profesor para
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la ensefianza de la probabilidad condicional. Destacamos que, hasta el momento,
ninguna investigacion enmarcada en el MTSK habia utilizado esta técnica.
Finalmente, queremos rescatar que estudios como el nuestro contribuyen a la
vinculacion investigacion-practica y permiten conceptualizar tedricamente ele-
mentos subyacentes a la practica del profesor. Sin embargo, consideramos que fal-
tan estudios que permitan comprender el conocimiento especializado del profesor
para la ensenanza de la probabilidad, otros que indaguen en el impacto que tienen
estos conocimientos en su propia practica y otros que establezcan los niveles de
conocimiento didactico del profesor para identificar el razonamiento empleado por
los estudiantes. Consideramos que esta nueva propuesta de indicadores puede ser
el primer paso para estudiar una nueva corriente especializada de conocimientos
para la ensefianza de la probabilidad. Mas atun, ponemos en manifiesto la necesidad
de reforzar los procesos de formacion inicial y continuo de profesores que estén
enfocados en fortalecer los conocimientos para la ensefianza de la probabilidad.
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ANEXO
Situacion 1: La seleccion mexicana

Parte 1
Problema: Supon que la Seleccion Mexicana de futbol alcanza la final de la Copa
de Oro en 2019. Para ganar la copa, hay que ganar cinco partidos. ;Cual de los
siguientes sucesos consideras mas probable?

¢ Meéxico pierde el primer partido.

¢ Meéxico gana la Copa de Oro, pero pierde el primer partido.

Parte 2
De acuerdo con las respuestas al Problema 1, realizadas por los estudiantes hipo-
téticos que se muestran a continuacion, describa el razonamiento empleado por
cada estudiante, enfatizando en las posibles estrategias, percepciones y causas que
lo llevaron a responder de la forma en que lo hizo.
E1. Es mas probable que la Seleccion de México pierda el primer partido, dado
que es un suceso que puede ocurrir con mayor probabilidad.
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E2. Es mas probable que México gane la Copa de Oro, aun perdiendo el primer
partido, dado que México es el maximo ganador historico de la Copa de
Oro. Por ello, es més probable que vuelva a ser campeodn.

E3. Ambos sucesos son igual de probables.

Situacion 2: Una prueba diagnostica y un paciente

Parte 1
Problema: Una prueba de diagndstico de cancer fue administrado a todos los resi-
dentes de una gran ciudad. Un resultado positivo en el test es indicativo de cancer
y un resultado negativo es indicativo de ausencia de cancer. ;En cudl de las si-
guientes predicciones tienes mas confianza?
¢ Una persona que tiene cancer ha dado positivo en la prueba de diagndstico.
¢ Una persona que ha dado positivo en la prueba de diagndstico realmente
tiene cancer.

Parte 2:
De acuerdo con las respuestas al Problema 2, realizadas por los estudiantes hipo-
téticos que se muestran a continuacion, describa el razonamiento empleado por
cada estudiante, enfatizando en las posibles estrategias, percepciones y causas que
lo llevaron a responder de la forma en que lo hizo.
E1. Es mas probable la primera prediccion, puesto que al realizar los estudios
es mas probable encontrar resultados positivos en una persona con cancer.
E2. Es mas probable la segunda prediccion, puesto es mas probable diagnosticar
el cadncer en una persona que haya dado positivo en la prueba.
E3. Tengo la misma confianza en ambas predicciones.

Situacion 3: Y ahora ;qué pasara?

Parte 1

Problema: Se extrae una carta al azar de una baraja de 52 cartas, en las cuales hay
4 tipos (diamantes, corazones, picas y tréboles), cada tipo tiene 13 cartas (nimeros
del 1 al 10, principe, reina y rey). Sea A el suceso “se extrae una carta de corazo-
nes” y B el suceso “se extrae un rey”. ;Los sucesos A y B son independientes?

Parte 2

De acuerdo con las respuestas al Problema 3, realizadas por los estudiantes hipo-

téticos que se muestran a continuacion, describa el razonamiento empleado por

cada estudiante, enfatizando en las posibles estrategias, percepciones y causas que

lo llevaron a responder de la forma en que lo hizo.

E1. No son independientes porque en la baraja hay un rey de corazones, es de-

cir, tiene ambas caracteristicas y eso relaciona los sucesos, por ello son de-
pendientes.
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E2. Solo seran independientes si después de sacar la carta de la baraja y ver si
es rey, se devuelve a la baraja y posteriormente se procede a sacar una se-
gunda carta, para ver si es de corazones.

E3. Si son independientes. Esto se debe a que la probabilidad de obtener un rey
dado que se ha extraido una carta de corazén es 1/13 y es igual a la proba-
bilidad de obtener un rey “a secas” es 4/52 = 1/13. Por ello, ser una carta de
corazones "no afecta” la probabilidad de obtener un rey.

Situacion 4: ;Alerta! Se estrell6 un taxi

Parte 1

Problema: Un taxi se ve implicado en un accidente nocturno. Hay dos compafiias
de taxis en Zacatecas, el Rojo y el Azul. El 85% de los taxis de la ciudad son Rojos
y el 15% Azules. Un testigo identific6 al taxi como Azul. El tribunal comprobo la
fiabilidad del testigo en las mismas circunstancias de la noche del accidente y con-
cluyé que el testigo identificaba correctamente cada uno de los colores en el 80%
de las ocasiones y fallaba en el 20%. ;Cual es la probabilidad de que el taxi impli-
cado en el accidente fuera en efecto Azul?

Parte 2

De acuerdo con las respuestas a la situacion 4, realizadas por los estudiantes hipo-
téticos que se muestran a continuacion, describa el razonamiento empleado por
cada estudiante, enfatizando en las posibles estrategias, percepciones y causas que
lo llevaron a responder de la forma en que lo hizo.

E1. La probabilidad de que el taxi implicado sea azul es del 80%, puesto que,
si se da por hecho que el testigo lo vio, esa es la probabilidad con que iden-
tifica correctamente los colores del auto.

E2. La probabilidad de que el taxi implicado sea azul es del 15%, dado que ese
es el porcentaje de taxis de ese color en la ciudad.

E3. La probabilidad que el taxi implicado sea azul es del 12%, por el principio
de la multiplicacion, se hace el producto de la probabilidad que sea azul con
la probabilidad que el testigo haya visto correctamente el color del auto,
15% * 80% = 12%.

E4. La probabilidad de que el taxi implicado sea azul es del 41%, porque apli-
cando el teorema de Bayes, dividimos la probabilidad de que el carro sea
azul y el testigo lo vio.
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