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El articulo presenta los resultados de un estudio cualitativo dirigido a
caracterizar el conocimiento de futuros profesores de matematicas en la
Universidad Nacional de Costa Rica sobre los aspectos légicos y
sintacticos de la demostracion. Se proponen indicadores para
caracterizar el conocimiento relacionado con la practica matematica de
la demostracion, destacando aspectos l6gicos y sintacticos. Se aprecio
que la mayoria de los sujetos mostraron conocimiento de los aspectos
I6gicos de la demostracion y que los indicadores de andlisis propuestos
permitieron clasificar la mayor parte de sus respuestas.
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Specialized knowledge of the prospective teachers of mathematics on the
logical and syntactic aspects of the mathematical proof

The article presents the results of a qualitative study that aims to
characterize the knowledge of future mathematics professors at the
National University of Costa Rica (UNA) on the logical and syntactic
aspects of the mathematical proof. Knowledge indicators are proposed
to characterize that related to the mathematical proof practice, focusing
on the logical and syntactic aspects. It was appreciated that most of the
subjects showed knowledge of the logical aspects of the proof and that
the proposed analysis indicators allowed to classify most of their
responses.
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Los procesos de argumentacion y demostracion son relevantes en la ensefianza
de las matematicas. Existen recomendaciones internacionales como las realizadas
por la National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2003) que indican
que tales procesos deberian tener presencia en los programas de todos los niveles
educativos, especificamente, recomiendan promover actividades tales como la
formulacion e investigacion de conjeturas, el desarrollo y la evaluacion de
argumentos matematicos y demostraciones, en donde se empleen diferentes
métodos y tipos de razonamiento. En esta direccion, Stylianides (2007) sefiala
que muchos investigadores y marcos curriculares abogan por la inclusién de las
demostraciones matematicas como parte de las experiencias de los estudiantes en
todas las areas de contenido y en todos los niveles educativos. Las
demostraciones son fundamentales para hacer y saber matematicas, son la base
de la comprension matematica y tienen un papel preponderante para desarrollar,
establecer y comunicar el conocimiento matematico.

Especificamente, Stylianides, Stylianides y Weber (2017) sefialan que existe
un amplio reconocimiento sobre el papel de la demostracion matematica en la
formacién de los estudiantes en todos los niveles educativos. En educacion
primaria, puede favorecer que los nifios exploren o debatan sobre la veracidad de
las afirmaciones matematicas con base en la estructura logica del sistema
matematico y no en la autoridad del docente o del libro de texto. En secundaria,
puede cumplir una amplia gama de funciones tales como la verificacion, que
permite establecer la veracidad o falsedad de una proposicion; la explicacion, en
donde se propongan las razones por las que una proposicibn matematica es
verdadera; el descubrimiento, en donde se establezcan nuevos resultados
matematicos; la comunicacion, que permite la transmision de resultados
matematicos a los demas miembros del aula; la propuesta de nuevos métodos de
deduccion; vy la justificacion del uso de una definicion o un sistema de axiomas.

En el contexto educativo costarricense, el curriculo matematico de la
educacién secundaria considera como expectativa de aprendizaje el proceso de
razonar y argumentar en los estudiantes y refiere a elementos de pensamiento
matematico tales como la deduccion, la induccion, la comparacion analitica, la
generalizacion, las justificaciones, las pruebas, el uso de ejemplos y
contraejemplos. La justificacion y la prueba se consideran elementos esenciales
en los quehaceres matematicos y por lo tanto deben tener un papel primordial en
la formacion escolar. Se da importancia al proceso de conjeturar pues permite el
descubrimiento de nuevos resultados en las matematicas. Al plantear una
conjetura se promueven los procesos para justificarla ya sea con materiales
concretos, diagramas, uso de la calculadora u otros elementos tecnologicos. A
medida que se avance en la formacion escolar, las conjeturas deberan hacerse
sobre elementos méas generales y abstractos, y las justificaciones emplear
elementos mas técnicos. De este modo, la argumentacion debe incentivarse de
manera paulatina, primero usando formas verbales, luego las escritas y
posteriormente, mediante formas simbdlicas. Se pretende que, una vez que los
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estudiantes han formulado una conjetura, se trabajen tres etapas: la verificacion
en casos particulares, la propuesta de un argumento que justifique la validez de la
conjetura, y la demostracion del resultado (Ministerio de Educacion Puablica,
2012).

Las exigencias curriculares planteadas en el Programa de Estudios de
Matemética de la Educacion Secundaria de Costa Rica tienen una incidencia
directa en el papel del profesor de matematicas, pues este debe promover en sus
estudiantes procesos de razonamiento y argumentacion, ademas de lograr que se
familiaricen con el sentido de la demostracion matematica. Segin Knuth (2002)
la incorporacion de la demostracion en las clases de matematicas impone
demandas significativas a los profesores de matematicas debido a que los
enfoques disefiados para mejorar el papel de la demostracion en el aula requieren
un esfuerzo de su parte.

Lo anterior sugiere que la demostracion debe hacer parte del conocimiento
que requiere el profesor de matematicas para su desarrollo profesional pues,
como sefialan Flores-Medrano, Montes, Carrillo, Contreras, Mufioz-Catalan, y
Lifidn (2016), ademas de conocer los contenidos y sus relaciones, el profesor de
matematicas debe tener conocimiento de cémo se produce el conocimiento
matematico, lo que implica conocer sobre las reglas sintacticas de la disciplina, la
diferencia entre una demostracion, una prueba y una comprobacion, aunado a los
diferentes tipos de demostraciones.

Para Hanna y De Villiers (2012) existen dos posiciones sobre la
demostracion matematica, una que apela mas a los aspectos logico-sintacticos y
que la considera como una secuencia de pasos que permiten el establecimiento de
una conclusion necesaria, y otra mas vinculada a los aspectos semanticos y que la
contempla en un sentido mas amplio, como una serie de ideas y percepciones que
favorezcan la comprension matematica. Segin Durand-Guerrier, Boero, Douek,
Epp, y Tanguay (2012a) en la educacion matematica también existe la tension
entre lo logico-sintactico y lo semantico de la demostracién y sus posibles
relaciones y oposiciones, tales como los resultados matematicos ajustados a
reglas logicas y textuales o los aspectos creativos y constructivos.

Tanto lo sintactico como lo semantico son elementos relevantes en la
comprension de la demostracion matematica. No obstante, el conocimiento del
profesor de matematica para saber que un ejemplo puede ser, en unos casos una
simple comprobacién de una propiedad y en otros una demostracion, estd mas
asociado a lo sintactico y es fundamental para la diferenciacion entre
comprobacion y demostracion (Flores-Medrano et al., 2016). De esta manera el
conocimiento de los profesores de matematicas sobre los aspectos l6gicos de la
demostracion es de interés, pues como indican Durand-Guerrier, Boero, Douek,
Epp, y Tanguay (2012b) en cualquier nivel educativo los docentes no podrian
guiar eficazmente a sus estudiantes en las actividades de razonamiento y
demostracion si ellos mismos no son conscientes y conocedores de los principios
basicos del razonamiento l6gico. Sefialan ademéas que el conocimiento de las
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reglas bésicas de la l6gica de predicados puede ser util para que los estudiantes
comprendan la estructura fundamental de la demostracion matematica,
especificamente para que comprendan qué significa que algo sea verdadero y qué
deberia hacerse para demostrar su veracidad. Las respuestas a tales preguntas
dependen fundamentalmente de las reglas de inferencia de la légica de
predicados y de la estructura sintactica de las proposiciones en cuestion.

En esta linea, el objetivo de este estudio es caracterizar el conocimiento de
los profesores de matematicas en formacion inicial en la carrera de Ensefianza de
la Matematica de la Universidad Nacional de Costa Rica (UNA) sobre los
aspectos légicos y sintacticos de la demostracion. Esta carrera contempla al
pensamiento l6gico-matematico como uno de sus ejes curriculares, el cual
incluye a la demostracion que es abordada en los diferentes cursos de
matematicas del plan de estudios.

Segun Lo y McCrory (2009) los futuros profesores de matematicas deberian
aprender sobre la demostracion en tres niveles: (1) como una herramienta de
validacion sobre la veracidad o falsedad de una afirmacion; (2) como un objeto
matematico regulado por reglas y estandares; y (3) como un elemento que
favorece el desarrollo de los alumnos y que depende de varios factores tales
como: el nivel de ensefianza, el tipo de argumentos que pueden formular, la
naturaleza de la justificacion, entre otros.

Para Herbst (2000) la investigacion sobre el papel del profesor de
matematicas con respecto a la demostracion debe orientarse a comprender en qué
condiciones este profesional puede proponer, gestionar, mantener e incorporar en
sus clases un proyecto teorico, es decir, la construccién de una teoria matematica
que incluya a la demostracion junto con su significado. Consideramos que para
generar avances en la linea investigativa sefialada por Herbst (2000) es necesario
realizar investigaciones sobre el conocimiento que manifiestan los profesores de
matematicas sobre la argumentacion y la demostracion como lo proponen
Stylianides, Bieda y Morselli (2016).

Esta investigacion es un aporte en esa linea y se considera pertinente en dos
direcciones especificas: primero, para contar con insumos que favorezcan el
abordaje de la demostracion matematica en el plan de formacion inicial del
profesorado de matematicas en la UNA y en otros planes de formacion inicial
similares, y segundo, para hacer un aporte tedrico a la categoria demostrar en el
subdominio de la practica matematica en el modelo Mathematics Teacher’s
Specialized Knowledge (MTSK), concretamente en la construccion de
componentes para estudiar conocimiento sobre la demostracién matemaética, en
particular con indicadores de conocimiento sobre los aspectos l6gico-sintacticos
sobre esta.
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Segun Ponte y Chapman (2006) el estudio sobre el conocimiento del profesor es
un tema de interés desde hace tiempo, particularmente se destacan en la década
de 1980 los trabajos de Elbaz, Shulman y Schon. A partir de estos trabajos, se ha
generado un interés investigativo por examinar de manera analitica el
conocimiento del profesor mediante la construccion de modelos que permitan
determinar como puede enfocarse dicho conocimiento. En estos modelos se
distinguen dos componentes principales: el conocimiento del contenido a enseriar
y el conocimiento didactico del contenido a ensefiar (Carrillo et al., 2018).

La demostracion en relacion con el conocimiento del profesor de
matematicas

Para llevar a cabo la caracterizacion del conocimiento de los futuros profesores
de matematicas sobre los aspectos l6gicos y sintacticos, se considerd necesario
contar con un modelo de conocimiento del profesor de matematicas que
incluyera a la demostracién. El modelo MTSK plantea dos dominios
fundamentales de conocimiento: conocimiento matematico que hace referencia a
aquel que posee el profesor sobre las matematicas como una disciplina cientifica,
pero en un contexto escolar, y conocimiento didactico del contenido que refiere
sobre los aspectos relacionados con el contenido matematico como objeto de
ensefianza—aprendizaje (Carrillo et al., 2018).

En el dominio del conocimiento matematico, el MTSK posee un subdominio
Ilamado practica matematica que hace referencia al conocimiento del profesor
sobre la manera en la que se construye el conocimiento matematico. Incluye la
jerarquizacion y la planificacién en la manera de proceder al resolver problemas
matematicos, los tipos de validacion y demostracién, el papel del lenguaje y los
simbolos, algunas practicas particulares como la modelizacion y sobre las
condiciones suficientes y necesarias para la generacion de definiciones
(Espinoza, Zakaryan y Carrillo, 2018; Flores-Medrano et al., 2016; Vasco y
Climent, 2018).

De este modo, la practica matematica corresponde al conocimiento que tiene
el profesor sobre lo que significa demostrar, justificar, definir, deducir e inducir.
Incluye el conocimiento del fundamento I6gico de cada una de las précticas
anteriores y del uso y funcionamiento del ejemplo y contraejemplo, ya que este
subdominio hace referencia a las formas de desarrollar nuevos resultados
matematicos, es decir, hacer matematicas. Las categorias de este subdominio no
son exhaustivas y pueden emerger nuevas, con base en la revision de literatura
algunos investigadores han propuesto las siguientes: demostrar, definir,
ejemplificar y usar heuristicos (Carrefio, Rojas, Montes y Flores, 2013; Flores-
Medrano, 2015).

Segun Flores-Medrano (2015), para el modelo MTSK, en la categoria
demostrar se incluyen las ideas de argumentacién, justificacion y validacion
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debido a la similitud que tienen en cuanto a su caracter de convencimiento,
aunque diferentes en cuanto al uso de los criterios de verdad. Para esta categoria,
considera importante tres componentes: el conocimiento sobre la naturaleza de
las demostraciones, los esquemas de demostracion y las funciones atribuidas a
estas.

Estudiar conocimiento sobre la demostracion requiere establecer
subcomponentes que se incluyen para cada uno de los componentes considerados
en la categoria demostrar. Para ello hemos estudiado investigaciones sobre la
demostracion en profesores de matematicas, concretamente sobre las
concepciones de la demostracion, sus funciones y las practicas argumentativas
para ampliar los componentes sobre el conocimiento de la naturaleza de las
demostraciones y las funciones atribuidas a éstas.

En el caso de las concepciones de la demostracion, Montoro (2007) sefiala
que no son simples ni uniformes y que por lo tanto la multiplicidad de
significados del téermino demostracion debe ser considerada en la formacion de
los futuros profesores. Segun Ayalon y Even (2008) los profesores de
matematicas abordan el razonamiento deductivo de dos maneras: como la
inferencia basada en las reglas de la l6gica formal o como una manera de
resolver problemas de manera sistematica paso a paso sin tener en cuenta
elementos de validez ni las reglas l6gicas formales.

En cuanto a las funciones de la demostracion, los docentes reconocen una
variedad de roles tales como la verificacion, la explicacion, la comunicacion, la
creacion de resultados vy la sistematizacion, no obstante, muchos no la consideran
util para el aprendizaje de las matematicas (Knuth, 2002). En este sentido Viseu,
Menezes, Fernandes, Gomes y Martins (2017) determinaron que, para los
docentes con menor experiencia, la demostracion matematica tiene una
naturaleza diferente a otras disciplinas, es una actividad esencial para la
construccion del conocimiento, su funcién es verificar y explicar la veracidad de
un razonamiento, pero debe ser reservada a los mejores alumnos. Para los
docentes con mas experiencia la demostracion es una actividad cerrada que
consiste en la reproduccién de demostraciones presentes en libros de texto y
realizadas por especialistas.

Por su parte Furinghetti y Morselli (2009) identificaron dos posiciones sobre
el papel de la demostracion que le otorgan los profesores en el aula dependiendo
del contexto escolar: (a) ensefiar teoremas y probar hechos, la demostracién se
considerada aqui como un elemento que permite sistematizar y convencer sobre
las cuestiones matematicas; (b) ensefiar a demostrar y usar la demostracién como
forma de ensefianza, la funcion de la demostracion en esta posicion es promover
la comprension matematica.

Sobre las practicas argumentativas y los elementos de conviccion de un
argumento matematico, Stylianides y Stylianides (2009) sefialan que varios
estudios indican que los futuros profesores de matematicas que ensefian en los
primeros afios tienen ideas erréneas sobre la demostracion, particularmente sobre
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el rol de los argumentos empiricos. Por su parte, Lin, Yang, Lo, Tsamir, Tirosh y
Stylianides (2012) manifiestan que muchos profesores de matematicas basan su
conviccion sobre algun resultado matematico, mas en la autoridad de entes
externos, como manuales y en colegas que reconocen mas competentes, que en
su propio razonamiento. En este sentido, Flores (2007) determiné que los
esquemas de argumentacion que utilizan algunos profesores son los facticos, en
los que hacen un recuento de lo realizado a modo de justificacion, o los
empiricos en los cuales se apoyan en hechos fisicos o dibujos, lo cual no
favorece el uso de la deduccidén y el lenguaje preciso.

Con base en investigaciones sobre la demostracion en profesores de
matematicas como las mencionadas y en los trabajos de Flores-Medrano (2015) y
Knuth (2002), hemos detectado algunos de los elementos relevantes que creemos
que deben ser considerados en el conocimiento matematico sobre la
demostracion dentro del subdominio de la practica matematica en el MTSK,
hasta establecer tres componentes principales: (1) el conocimiento sobre la
naturaleza de la demostraciébn matematica, (2) el conocimiento sobre las
funciones de la demostracion en las matematicas y (3) la conviccion de un
argumento matematico. A continuacién, se detallan cada uno de los componentes
mencionados.

El conocimiento sobre la naturaleza de la demostracion matemética: es el
conocimiento sobre lo que constituye una demostracién matematica, y considera
los siguientes subcomponentes: (a) el concepto de demostracion matematica, es
decir, el conocimiento sobre qué es una demostracion matematica y qué significa
demostrar algo en las matematicas (Flores-Medrano, 2015), (b) la validez l6gica,
que se refiere al conocimiento sobre cémo proceder en la demostracion de
afirmaciones matematicas involucrando de forma implicita o explicita las
conectivas logicas (y, o, si-entonces, no, entre otras) y los cuantificadores
existencial y universal, ademas del uso de las reglas de inferencia, de las
equivalencias ldgicas y de los métodos de demostracion matematica (Durand-
Guerrier et al., 2012b), y (c) la validez matematica, que se refiere al
conocimiento del rigor en la demostracion matematica lo que supone el uso
correcto de axiomas, hipdtesis y definiciones empleadas en las demostraciones
(Cabassut, Conner, Is¢imen, Furinghetti, Jahnke, y Morselli, 2011).

El conocimiento sobre las funciones de la demostracion en las matematicas: es el
conocimiento sobre cual es el papel de las demostraciones en las matematicas. Se
consideran los siguientes subcomponentes propuestos por de Villiers (1993): la
verificacion, la explicacion, la sistematizacion, el descubrimiento y la
comunicacion.

La conviccion de un argumento matematico: se refiere a las razones por las que
los profesores de matematicas encuentran convincente a un argumento
matematico. Un argumento para validar una afirmacion puede asumir varias
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formas diferentes y ser convincente, aunque no necesariamente sea una
demostracion (de Villiers, 1993; Hanna, 2002). Se consideran los siguientes
subcomponentes basados en los trabajos de Knuth (2002) y Harel y Sowder
(1998): el uso de elementos concretos, la familiaridad, el nivel de detalles, la
forma ritual, el nivel explicativo y la validez del argumento.

En el subcomponente de la validez l6gica, hemos considerado tres elementos
para esta investigacion: el tipo de demostracion, el tipo de cuantificador y el tipo
de conectiva logica, y cada uno de ellos involucra a las equivalencias e
inferencias logicas. Estos elementos fueron precisados con base en un estudio
tedrico previo sobre la demostracién y que constituyen un aporte inicial de la
investigacion en curso (Alfaro, Flores y Valverde, 2019).
¢ El tipo de demostracion: se considera el conocimiento del profesor de
matematicas sobre los tipos de demostraciones, directas e indirectas, que
pueden emplearse para demostrar una proposicion matematica Q que
puede tener la forma P = Q de forma explicita o implicita, en este tltimo
caso, P representa a todos los axiomas, definiciones y teoremas de la
teoria matematica en donde se inserta la proposicion Q.
¢ EIl tipo de cuantificador: corresponde al conocimiento del profesor de
matematica sobre cémo proceder, de forma directa o indirecta, en la
demostracion de wuna proposicion matematica que involucra un
cuantificador universal o un cuantificador existencial. Las proposiciones
con cuantificador universal en general tienen la forma vx € U(P(x)) y
las proposiciones con cuantificador existencial 3x € U(P(x)), en donde
P(x) es una propiedad con variable x que pertenece a un dominio de
discurso o conjunto universo U.
¢ El tipo de conectiva ldgica: hace referencia al conocimiento del profesor
de matematica sobre cémo proceder, de forma directa o indirecta, en la
demostracion de proposiciones matematicas que involucren las conectivas
I6gicas implicacidn, disyuncion, conjuncion y la doble implicacion lo que
hace necesario el conocimiento sobre los criterios de veracidad y falsedad
de tales conectivas logicas.

La logica se entiende aqui como la disciplina que trata los aspectos semanticos y
sintacticos de la organizacion del discurso matematico con el objetivo de deducir
resultados que se siguen de manera necesaria de un conjunto de premisas
(Durand-Guerrier et al., 2012b).

METODOLOGIA

La investigacion tiene un enfoque cualitativo, de alcance descriptivo.
Participaron 25 profesores de matematicas en formacion inicial de la carrera
Bachillerato y Licenciatura en la Ensefianza de la Matematica de la UNA, 18
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matriculados en el cuarto afio de la carrera y siete matriculados en el quinto afio.
Ambos grupos constituyeron la totalidad del estudiantado matriculado y activo
en esos niveles durante el segundo semestre del 2018.

Esta carrera se imparte de manera compartida por la Escuela de Matematica,
que ofrece el componente matematico, y la Division de Educologia, que brinda el
componente pedagodgico. Otorga el grado académico de Bachillerato con una
duracion de cuatro afios y el de Licenciatura que consta de tres semestres
adicionales y la elaboracién de un trabajo final de graduacion.

Todos los sujetos participantes en la investigacion han estudiado la
demostracion y han tenido que probar su destreza demostrando propiedades para
aprobar los cursos del plan de estudios de la carrera. En esta seccion se
consideran dos apartados; el primero sobre la recoleccion de la informacion, en
donde se describe el cuestionario utilizado y las etapas consideradas en su
construccion; el segundo presenta el analisis de la informacién, en donde se
explica de qué manera se analizaron las respuestas que los participantes de la
investigacion manifestaron en el cuestionario.

Recoleccion de la informacion
Para la recoleccion de la informacion se elaboro un cuestionario que se aplico en
los meses de setiembre y octubre del 2018 con una duracion aproximada de dos
horas. Los sujetos lo completaron de forma individual en los horarios asignados a
los cursos matriculados. Previo a su aplicacion, fue revisado por tres especialistas
en Educacion Matematica quienes se eligieron por su formacion en matematicas
y en didactica de las matematicas, ademas de su amplio conocimiento del
contexto formativo de los sujetos de investigacion. Para la construcciéon del
cuestionario, se realizaron las siguientes etapas.
¢ La consideracion de los elementos del marco teodrico sobre el
conocimiento de la validez I6gica de una demostracion para la generacion
de las categorias de andlisis. Especificamente, el tipo de demostracion:
directa o indirecta; el tipo de cuantificador: universal o existencial; y el
tipo de conectiva ldgica: implicacion, disyuncion, conjuncion y doble
implicacion.
¢ La revision del Programa de Estudios de Matematicas de la Educacion
Secundaria en Costa Rica para analizar la estructura sintactica de las
proposiciones matematicas que se sugiere demostrar. Se determin6 que la
mayoria de las proposiciones son de cuantificacion universal en conjuntos
infinitos, sin embargo, se propone la verificacion de propiedades para
casos particulares, por lo que en menor medida se detectd la presencia de
afirmaciones de cuantificacion existencial.
¢ Se decidié que la caracterizacion debia estar regida por las formas de
proceder en la demostracién de proposiciones matematicas en funcion de
la estructura sintactica y, por lo tanto, dichas proposiciones debian estar
desprovistas de contenido matematico, a tales proposiciones se les llamo
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proposiciones genéricas. No obstante, se consideré pertinente que los
sujetos propusieran un ejemplo concreto de la proposicion genérica en
cuestion y ofrecieran una demostracion de esta.

Dado que las propiedades que se demuestran en la ensefianza secundaria
expresan cualidades aplicables a todos los elementos de un conjunto
determinado, se decidié incluir demostraciones con cuantificador
universal, y sélo una existencial. De esta manera las afirmaciones debian
involucrar al cuantificador universal con una propiedad simple y con
propiedades compuestas empleando a las conectivas Idgicas implicacion,
disyuncion, conjuncién y doble implicacién. Ademas, se considerd al
cuantificador existencial con una propiedad simple.

Se considero pertinente que cada una de las seis afirmaciones genericas

dieran origen a una tarea.

Con base en lo anterior, el cuestionario consta de seis tareas, en cada una de ellas
se presenta una proposicion matematica, de forma verbal y simbolica, que se
denomina genérica. En cada tarea los sujetos debian explicar la forma general en
la que realizarian la demostracion matematica de la proposicion genérica dada, y
proporcionar un ejemplo concreto de la proposicion genérica y una demostracion
matematica del ejemplo brindado. En esta segunda instruccion, se sugirio utilizar
proposiciones y demostraciones sencillas de las matematicas escolares, es decir,
de temas como algebra, numeros, geometria, relaciones y funciones que se
abordan en la educacion secundaria costarricense. En la tabla 1 se muestra cada

una de las proposiciones genéricas contempladas en las tareas.

Tabla 1
Proposiciones genéricas de las tareas del cuestionario

Proposicion genérica

Representacion verbal Representacion simbdlica

Tarea 1: Universal simple

Todos los elementos de un conjunto U satisfacen vx € U(P(x))
una propiedad P (x)

Tarea 2: Existencial simple
Al menos un elemento de un conjunto U satisface 3x € U(P(x))
una propiedad P (x)

Tarea 3: Implicacion universal

Todos los elementos de un conjunto U cumplen Vx € U[P(x) = Q(x)]
que, si satisfacen una propiedad P(x) entonces
satisfacen una propiedad Q (x)

Tarea 4: Disyuncion universal
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Todos los elementos de un conjunto U satisfacen Vx € U[P(x)V Q(x)]
una propiedad P (x) o satisfacen una propiedad

Q(x)

Tabla 1
Proposiciones genéricas de las tareas del cuestionario

Proposicion genérica
Representacion verbal Representacion simbdlica

Tarea 5: Conjuncion universal

Todos los elementos de un conjunto U satisfacen de Vx € U[P(x) A Q(x)]
manera simultanea una propiedad P(x) y una
propiedad Q(x)

Tarea 6: Doble implicacién universal

Todos los elementos de un conjunto U satisfacen Vx € U[P(x) © Q(x)]
una propiedad P (x) siempre y cuando satisfacen
una propiedad Q (x)

Anélisis de la informacion

Para analizar la informacion se empled el analisis de contenido que permite la
codificacion de preguntas abiertas en cuestionarios y la descripcion de patrones y
tendencias en el contenido comunicativo. Siguiendo a Cohen, Manion, y
Morrison (2007), este analisis implica codificacidn, categorizacion (creacion de
categorias significativas en las que se pueden ubicar las unidades de analisis
—palabras, frases, oraciones—), comparacion (categorias y creacion de vinculos
entre ellas) y conclusion (extraer conclusiones teodricas de las unidades de
analisis).

Para analizar las respuestas de los sujetos sobre (a) la explicacion de la forma
de proceder en la demostracion de cada proposicion genérica dada y (b) la
demostracion realizada del ejemplo propuesto, se establecieron tres categorias
con base en los elementos del conocimiento sobre la validez l6gica de una
demostracion considerados en el marco tedrico: el tipo de demostracion (directa
0 indirecta) que estuvo presente en cada una de las seis tareas del cuestionario, el
tipo de cuantificador (universal, presente en todas las tareas, excepto en la
segunda, o existencial, presente en la segunda tarea) y el tipo de conectiva logica
(implicacion universal, disyuncion universal, conjuncion universal y doble
implicacion universal) los cuales se contemplaron en las tareas tres, cuatro, cinco
y seis respectivamente.

En cada una de las tareas, los investigadores realizamos un analisis a priori
sobre la forma en la que consideramos que se puede proceder en la demostracion,
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directa o indirecta, de la proposicion genérica. En todos los casos se considero al
conjunto universo como infinito.

Se ilustra este proceso con la proposicion genérica que involucra al
cuantificador universal y a una propiedad simple o compuesta Vx € U[A(x)], en
donde A(x) representa a una propiedad simple, como en la tarea 1, donde
A(x) = P(x) que se llamé universal simple; o A(x) representa a una propiedad
compuesta A(x) = (P(x) = Q(x)) [lamada implicacion universal, como se
muestra en la tarea 3; o una disyuncion universal A(x) = (P(x) v Q(x)) como
en la tarea 4; una conjuncion universal A(x) = (P(x) A Q(x)) en latarea 5; 0 en

la tarea 6 donde A(x) = (P(x) =3 Q(x)) corresponde a una doble implicacion
universal.
¢ Demostracion directa: se escoge un elemento x € U que representa a
cualquier elemento del universo U y posteriormente se considera fijo.
Luego se debe garantizar que la proposicion A(x) es verdadera. Como el
elemento x € U es un representante de cualquier elemento del universo U
se puede concluir que es verdadero que Vx € U[A(x)].
¢ Demostracién indirecta: se utiliza la equivalencia l6gica Vx € U[A(x)] =
Jdx € U[-A(x)] = F,, en donde F, representa a cualquier contradiccion.
En este caso se supone como verdadero que 3x € U[-A(x)] y, con base
en ese supuesto, se debe obtener una proposicion categoricamente falsa
que haria el papel de F,. Una vez hallada la contradiccién se puede
concluir que es verdadera la proposicion Vx € U[A(x)].

Una vez realizado el andlisis anterior, se generaron los indicadores de
conocimiento, entendidos como frases para determinar en las respuestas de los
sujetos de investigacion, evidencias de conocimiento sobre las formas de
proceder en la demostracion. En la tabla 2, se muestran los indicadores de
conocimiento generados para el cuantificador universal a partir de las formas de
proceder consideradas por los investigadores.

En el caso de las respuestas de los sujetos sobre proporcionar un ejemplo
concreto de la proposicion genérica, se determiné si se ajustaba a la estructura
sintactica de la proposicion genérica en cuestion. Para hacer el registro de todas
las respuestas, los sujetos fueron codificados empleando la letra E para indicar
que era estudiante; la letra B para indicar que era de Bachillerato o la letra L para
indicar que era de Licenciatura; la letra H para indicar que era hombre y la letra
M para indicar que era mujer y; los nimeros del 01 al 18 para los de Bachillerato
y de 01 al 07 para los de Licenciatura, asi, por ejemplo, el cédigo EBHO8 indica
que es estudiante del Bachillerato, hombre y es el nimero 8 y ELMO04 indica que
es estudiante de la Licenciatura, mujer y la nimero 4. Para cada sujeto se hizo
una revision exhaustiva de sus respuestas de manera que se asignaba con 1 00 la
presencia 0 ausencia respectivamente de los indicadores de conocimiento
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definidos. Ademas, se hizo un registro de las respuestas que no pudieron ser
clasificadas por tales indicadores y una sintesis de tales respuestas.
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Tabla 2

Indicadores de conocimiento generados para el cuantificador universal
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Forma de proceder segun el tipo de
demostracion

Indicadores de conocimiento generados

Demostracion directa

Se escoge un elemento x € U que
representa a cualquier elemento del
universo U.

Se debe garantizar que la proposicion A(x)
es verdadera y como el elemento x € U es
un representante de cualquier elemento del

universo Use puede concluir que Vx €
U[A(x)] es verdadero.

Manifiesta que debe considerarse un
elemento arbitrario del universo.

Manifiesta que la propiedad se satisface
para todos los elementos del conjunto
universo en virtud de que se habia
validado para un elemento arbitrario.

Demostracion indirecta

Se supone verdadera la proposicion
—Vx € U[A(x)].

Se determina que la proposicion =Vx €

U[A(x)] es equivalente a 3x € U[-A(x)].
Una vez supuesta verdadera la proposicion

Jx € U[-A(x)] se debe obtener una
proposicion categoricamente falsa que
haria el papel de F,.

Cuando se obtiene la proposicion F, se

puede concluir que la proposicion original

Vx € U[A(x)] es verdadera.

Manifiesta que debe suponerse
verdadera la negacion de proposicion
dada.

Manifiesta cual es la equivalencia de la
negacion de la proposicion dada.

Manifiesta que debe llegarse a una
contradiccion.

Manifiesta que una vez determinada la
contradiccion podia concluirse que la
proposicion original era verdadera.

A continuacion, se ilustra con un caso particular el procedimiento seguido para la
codificacion de las respuestas de los sujetos que dieron lugar a los resultados.

Para ello, se presenta la respuesta del sujeto EBH10 sobre la forma de proceder

en la demostracion de la proposicion genérica (figura 1) y el ejemplo brindado

con su correspondiente demostracion (figura 2), todas las respuestas referidas a la

tarea 1: universal simple.
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TAREA 1

Forma verbal: Todos los elementos de un conjunto U satisfacen una propiedad P(x).
Forma simbélica:V.xe U( P(x)).

1.1 Explique la forma general cn la que usted realizaria la demostracién matematica de
esta proposicién genérica.

\(o (:m'vc)o ch I(\ sij-,,iejr;' reee
') F}'o ua (‘\'\’N\:% i)g,«é”m JJ U,f()ak}b, cun \b (_w\S v_-f a K!I’Enl_,\i)t_._r.
: ')\‘r.tlrko Sc&\iﬁ ace lc\ I)ro[,iex‘uc\ (S,e yo ,J.\S\‘(\\.

Z) M\Aé\,(o \\2 _Se e\em'%o .
3) Como ) v)en\'ﬂb Lerf'.clfi(o e e\r\a a W@‘ (‘.x.l:J:\ul.Cr\T\ e \05 \.m)-"'i? ()t)(:’i)":loj ‘”‘(’J‘OJC

qe a:\\s%\f\ \u. i)ror'wL; ) ir\x_\’((\ C\rf \w‘;\h‘r vc)\-‘" o\c‘ Cun' a\']o ((Lmﬁ\o Ji) “*_')“'\‘}0) 53'36[“t9 2 Fro[siﬂ}qc\- (o

(’”o “mx)e r.m;].«lrsgz ci..@ c\m\e‘\,‘\’r {)w.eg)o ¢ & u‘jvjo .'):I%h[lcc ’o {)foldccl"t’).
Figura 1. Explicacion de la forma de proceder en la proposicion genérica de la
tarea 1 por parte del sujeto EBH10

Con base en el analisis de la figura 1 se tiene que el sujeto evidencia en su
respuesta sobre la proposicion genérica (PG) los dos indicadores de
conocimiento definidos para el cuantificador universal y asociados al tipo de
demostracion directa (ver tabla 2): que debe considerarse un elemento arbitrario
del universo y que la propiedad se satisface para todos los elementos del
conjunto universo en virtud de que se habia validado para un elemento arbitrario,
por lo tanto, para este sujeto se asigna un 1 a cada indicador. Ademas, no
evidencia ninguno de los indicadores definidos para el tipo de demostracion
indirecta (ver tabla 2), por lo que para este sujeto se asigna 0 a cada uno de esos
indicadores.

De forma similar, al analizar la figura 2 se puede notar que el sujeto brinda
una proposicion que se ajusta a la estructura sintactica de la proposicion genérica
considerada en la tarea 1, a saber, Vx € U (P(x)). Ademas, en su demostracion
evidencia el indicador asociado a la escogencia de un elemento arbitrario del
universo, por lo tanto, se asigna 1 a ese indicador en la demostracion del ejemplo
(DE), sin embargo, no manifiesta de forma explicita que la propiedad se satisface
para todos los elementos del conjunto universo en virtud de que se habia
validado para un elemento arbitrario y en consecuencia se asigna 0 a ese
indicador. Asimismo, no evidencia ninguno de los indicadores definidos para la
demostracion indirecta, por lo que se asigna 0 a cada uno de ellos para este
sujeto.
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1.2 Proporcione un ejemplo concreto de la proposicién genérica y una demostracién
matematica del ejemplo que usted ha dado.

E\)QMAO : \V/X,Ye D\m(xw »2)
Veamos:  Sean X,Y ¢ IN-1o}
Moherss qe (2 2.
Siberos e 1y N, SWTIQ per X2t A y2d
Asl: ><+Y>,1+1

= ><+y>,2.

’v’x,ye[N-XOE (x+\/ >c)

Figura 2. Ejemplo de proposicion genérica brindado y demostracion por parte
del sujeto EBH10 en la tarea 1

RESULTADOS Y DISCUSION

Los resultados se presentan considerando las tres categorias definidas para
analizar las respuestas de los sujetos en torno a dos cuestiones: la explicacion de
la forma de proceder en la demostracion de cada proposicion genérica y la
demostracion realizada del ejemplo propuesto.

La categoria (1) tipo de demostracion es transversal a las otras dos. En las
categorias (2) tipo de cuantificador y (3) tipo de conectiva l6gica se establecieron
indicadores de conocimiento para cada cuantificador y para cada conectiva légica
con cuantificacion universal, separados por el tipo de demostracion: directa e
indirecta. Dichos indicadores se muestran de la tabla 4 a la tabla 9. En cada una
de ellas se presenta la cantidad de sujetos que evidenciaron en sus respuestas
conocimiento de los indicadores planteados para la explicacion de la forma de
demostrar la proposicion genérica (PG) y para la demostracion del ejemplo
propuesto (DE). En las categorias (2) y (3) se hace también la transcripcion de
algunas respuestas representativas para ilustrar los casos. En la tabla 3 se
presenta la cantidad de sujetos que hicieron referencia a la demostracion directa o
indirecta.

Se presenta, ademas, la sintesis de las respuestas de los sujetos sobre las
formas de proceder en la demostracion que no fueron contempladas en los
indicadores de conocimiento y el promedio de sujetos que presentaron un
ejemplo concreto que se ajustaba a la estructura sintactica de la proposicion
genérica solicitada en cada una de las seis tareas.
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Categoria 1. Tipo de demostracién: directa o indirecta

En la tabla 3 se presenta el nUmero de sujetos que mencionaron el uso de la
demostracion directa o indirecta en cada una de las seis tareas, tanto para la
proposicion genérica como para la demostracion del ejemplo que brindaron. Esta
tabla sintetiza la informacion sobre el tipo de demostracion de las tablas 4 a la 9.

Tabla 3
Ndmero de sujetos que evidencian en las tareas la demostracion directa e
indirecta

Tipo de Tareal Tarea2 Tarea3d Tarea4 Tarea5 Tarea6
demostracion
Directa PG 21 20 22 17 17 22
DE 20 20 21 14 14 20
Indirecta PG 04 06 06 02 00 02
DE 02 00 01 00 00 00

Nota. PG=Proposicién genérica; DE=Demostracién del ejemplo.

La demostracion directa fue el método preferido por los profesores de
matematica en formacién inicial en las seis tareas. En el caso de la proposicién
geneérica fue mencionada por 20 sujetos en promedio y en la demostracion del
ejemplo fue empleada por 18 sujetos en promedio. Por su parte, tres sujetos en
promedio hicieron referencia a la demostracion indirecta en la proposicién
geneérica y fue empleada en la demostracion del ejemplo Unicamente por tres
sujetos: dos en la tarea 1 y uno en la tarea 3. El programa de estudios de
matematicas de la educacion secundaria costarricense plantea que el profesor
realice demostraciones a sus alumnos, la mayoria mediante el tipo de
demostracion directa, sin embargo, también se plantean resultados que deben
demostrarse de forma indirecta, como la irracionalidad de la raiz cuadrada de
dos, lo que hace necesario tener el conocimiento de este tipo de demostracion.

Categoria 2. Tipo de cuantificador: universal o existencial

El cuantificador universal: Vx € U(P(x))

El cuantificador universal estuvo presente en todas las tareas, excepto en la tarea
2 que trataba sobre el cuantificador existencial. En la tabla 4 se presenta el
namero de sujetos que dieron evidencia en sus respuestas de los indicadores de
conocimiento definidos para este cuantificador cuando se empleaba el tipo de
demostracion directa e indirecta.
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Tabla 4
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Namero de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento del

cuantificador universal en la demostracion directa e indirecta

Indicadores de conocimiento Tareal Tarea3 Tarea4 Tareab Tarea6
Demostracion directa
Manifiesta que debe PG 21 18 15 16 16
considerarse un elemento
arbitrario del universo DE 20 18 14 13 19
Manifiesta que la PG 03 01 01 01 01
propiedad se satisface para
todos los elementos del
conjunto universo en DE 01 00 00 00 00
virtud de que se habia
validado para un elemento
arbitrario
Demostracién indirecta
Manifiesta que se debe PG 04 02 02 00 00
suponer la negacion de la
proposicion dada DE 02 01 00 00 00
Manifiesta cual es la PG 03 02 02 00 00
equivalencia de la
negacion de la proposicion DE 02 01 00 00 00
Manifiesta que debe PG 03 01 02 00 00
Ilegarse a una
contradiccion DE 02 01 00 00 00
Manifiesta que una vez PG 02 01 01 00 00
determinada la
contradiccion podia DE 02 01 00 00 00

concluirse que la
proposicion original era
verdadera

Nota. PG=Proposicién genérica; DE=Demostracién del ejemplo.

En el caso de la demostracién directa, los sujetos evidenciaron conocimiento de
que debian considerar un elemento arbitrario del universo de discurso,
especificamente, 17 sujetos en promedio, tanto para la proposicion genérica
como en la demostracion del ejemplo. De este modo, la mayoria de los sujetos
tenia claro que en proposiciones con cuantificacion universal su demostracion no
puede abordarse apelando a casos particulares. Se presentan dos respuestas
representativas, la del sujeto EBMO5 para la proposicion genérica y la del sujeto

ELHO6 en el ejemplo y su demostracidn, ambos en la tarea 1:
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EBMO05: Primero aclaro que inicia la prueba. Seguidamente tomaria un elemento
arbitrario del conjunto U. Después llevaria el elemento de forma que se
aprecie el cumplimiento de la propiedad P(x). Finalmente concluyo que el
elemento satisface la propiedad P(x) y escribo que ha finalizado la prueba.

ELHO6:  Proposicion: Vx € R ((x? + 1) > 0). Demostracién: Sea x € [1 . Por
tricotomia, todo elemento x € [J cumple que x>0, x=0 0 x<O0.
Elevando al cuadrado se tiene que x>0 0 x2=0. Como 1 >0y
sumando miembro a miembro se concluye que x + 1 > 0, Vx € [,

Pocos sujetos mostraron conocimiento de que la propiedad en cuestion se
satisfacia para todos los elementos del conjunto universo en virtud de que se
habia validado para un elemento arbitrario. En la proposicion genérica, este
hecho fue mencionado por tres sujetos en la tarea 1 y por un sujeto en las tareas
3, 4, 5y 6. En la demostracién del ejemplo, solo un sujeto evidencié este
indicador de conocimiento en la tarea 1. Una respuesta que evidencia este
conocimiento es la del sujeto EBH16 en la proposicion genérica de la tarea 1:

EBH16: Como la proposicion se cumple para cualquier “x” elemento del conjunto
“U” entonces la demostracién debe iniciarse escogiendo a un elemento
cualquiera, pero fijo. Como un representante del conjunto y luego probar
que este elemento cumple con la propiedad “P(x)”. Asi como el elemento
escogido es genérico aseguramos que se cumple para cualquiera dentro del
conjunto.

La demostracion indirecta, fue mencionada en las tareas 1, 3 y 4 en promedio por
tres sujetos, tanto para la proposicion genérica como en la demostracion del
ejemplo, quienes evidenciaron conocimiento de que se debia suponer la negacion

de la proposicion dada -Vx € U(P(x)), que era equivalente a la proposicion
dx € U(—.P(x)), que debia llegarse a una contradiccion y que una vez hecho

esto podia concluirse que la proposicion original Vx € U(P(x)) era verdadera.
Una respuesta que muestra conocimiento sobre la demostracion indirecta en la
proposicion genérica de la tarea 1, es la del sujeto ELHO3.

ELHO03: Primeramente, es importante definir un elemento que pertenece al conjunto,
este debe ser expresado de manera general, ya que casos particulares no
garantizan o justifican adecuadamente que la proposicién se cumple para
todos los elementos de U. Seguidamente, se procede a verificar que dicho
elemento "x" cumple con tal proposiciéon, aqui podriamos utilizar una
demostracion directa o indirecta, esta Ultima consiste en negar la proposicion
con la esperanza de llegar a alguna contradiccion, y de esta manera, al ser la
proposicion negada falsa, la proposicion sin negar seria verdadera por

deduccion.
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El cuantificador existencial: 3x € U(P(x))

Este cuantificador estuvo presente en la tarea 2 del cuestionario. En la tabla 5 se
presenta el nimero de sujetos que dieron evidencia en sus respuestas de los
indicadores de conocimiento definidos para este cuantificador cuando se

empleaba el tipo de demostracion directa e indirecta.

Tabla 5

Namero de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento del

cuantificador existencial en la demostracion directa e indirecta

Indicadores de conocimiento Tarea 2
Demostracion directa

Manifiesta que debe mostrarse un elemento del universo que cumpla PG 19
la propiedad o se dice que tal elemento se podria obtener de alguna DE 20
forma (prueba constructiva del existencial).

Manifiesta que es posible garantizar que un elemento del universo PG 01
cumple la propiedad mediante teoremas que justifiquen tal existencia DE 00
(prueba no constructiva del existencial).

Demostracién indirecta (Reduccién al absurdo)

Manifiesta que debe suponerse verdadera la proposicion ~ —3x € PG 06
U(P(x)) DE 00
Manifiesta que la proposicion =3x € U(P(x)) es equivalente a la PG 03
proposicion Vx € U(=P(x)). DE 00
Manifiesta que se debe demostrar que —3x € U(P(x)) = F, en PG 05
donde F, representa a cualquier afirmacion contradictoria. DE 00
Manifiesta que una vez garantizada F, entonces —3x € U(P(x)) PG 01
debe ser falsa y que en consecuencia 3x € U(P(x)) debe ser DE 00

verdadera

Nota. PG=Proposicién genérica; DE=Demostracién del ejemplo.

La mayor parte de los profesores de matematicas en formacion inicial
evidenciaron una preferencia por la demostracién directa para proposiciones con
cuantificacion existencial, particularmente consideraron que para proceder en la
demostracion debia exhibirse un elemento concreto del universo que cumpliera la
propiedad y, ademas, manifestaron una preocupacién por contar con algln
procedimiento, posiblemente de tipo algebraico, para determinar tal elemento. En
el caso de la proposiciéon genérica, tal procedimiento consistiria en analizar el
predicado P(x) para tener algun indicio de cual elemento podria funcionar, sin
embargo, los sujetos no aclararon si tal procedimiento lo considerarian como
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parte de la demostracion. Algunas respuestas representativas de este caso son las
siguientes:

EBHO02: Debo analizar P(x) de tal manera que, este sefiale algin valor x € U, tal que
cumpla P(x).

ELHO3: En este tipo de proposicion, basta con mostrar algin elemento de Uque
cumpla con la condicion P(x), pero no siempre es facil encontrarlo, por lo
que se podria despejar a “x” en P(x) para ver su forma, y ayudarnos a
determinarlo.

Un grupo de ocho profesores considerd que ese procedimiento de obtencion
formaba parte de la demostracion del ejemplo, aunque tal forma de proceder
asume de forma implicita la existencia. Una respuesta representativa de este caso
es la del sujeto EBMO09:

EBMO09: Proposicion: 3x € R: (x2 =1) . Demostracion: x2 =1=x>—-1=0>
x-1Dx+1)=0=>x—1=0Vx+1=0=x=1vx=-1. Basta
tomar 1y -1. . Los valores que existenson 1y -1.

En general, los profesores solo mencionan casos de existenciales en los que es
posible exhibir un elemento de manera simple, sin aludir a aquellos cuya
existencia debe ser garantizada apelando a elementos mas tedricos.

El programa de estudios de matematicas de la educacién secundaria de Costa
Rica establece como parte del proceso razonar y argumentar que los estudiantes
formulen conjeturas y se trabaje con ellas en tres etapas: la verificacion de casos
particulares, la propuesta de un argumento matematico para su justificacion y
finalmente la demostracion. En cada una de estas etapas el conocimiento del
profesor de matematica sobre los cuantificadores, universal y existencial, es
fundamental para determinar la generalidad o particularidad de una proposicion
matematica sobre la que se conjetura y en funcién de ello, garantizar la validez
de un argumento matematico para su demostracion.

Categoria 3. Tipo de conectiva logica: implicacién universal, disyuncion
universal, conjuncion universal y doble implicacion universal

La implicacién universal: Vx € U[P(x) = Q(x)]

La implicacion con cuantificador universal estuvo presente en la tarea 3 del
cuestionario. En la tabla 6 se presenta la cantidad de sujetos que evidenciaron en
sus respuestas los indicadores propuestos para la demostracién directa e
indirecta, en el caso de esta Ultima se considerd la reduccion al absurdo y la
contraposicion.
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Tabla 6

106

Ndmero de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento de la

implicacion universal en la demostracion directa e indirecta

Indicadores de conocimiento Tarea 3
Demostracion directa

Manifiesta que debe suponerse que P(x) es una proposicion PG 22
verdadera DE 21
Manifiesta que debe garantizarse que Q (x)es una proposicion PG 22
verdadera con base en P(x) y en la teoria matematica en donde estan

insertas las proposiciones P(x) y Q(x). DE 21

Demostracién indirecta (Reduccion al absurdo)

Manifiesta que debe suponerse verdadera la negacion de proposicion PG 02
dada y que es equivalente a la proposicion 3x € U[P(x) A =Q(x)]. DE 01
Manifiesta que se debe demostrar que -Vx € U[P(x) = Q(x)] = F, PG 01
en donde F, representa a cualquier afirmacion contradictoria. DE 01
Manifiesta que garantizada F, entonces —Vx € U[P(x) = Q(x)] PG 01
debe ser falsa y que en consecuencia Vx € U[P(x) = Q(x)] debe ser

verdadera. DE 01

Demostracidn indirecta (Contraposicion)

Manifiesta que debe considerarse un elemento arbitrario x del PG 05
universo y demostrar de forma directa la proposicion  —=Q(x) = DE 00

—|P(x).

Nota. PG=Proposicién genérica; DE=Demaostracién del ejemplo.

Hubo una preferencia de los profesores de matematicas en formacion inicial por
la demostracion directa, 22 en el caso de la proposicién genérica y 21 en la
demostracion del ejemplo, quienes mostraron conocimiento sobre los dos
indicadores que refieren al criterio de validez de la implicacion, a saber, que
debia suponerse que el antecedente P(x) era verdadero y que debia garantizarse
que el consecuente Q(x) era verdadero con base en la informacién asumida en la
hipbtesis y con la teoria matematica en donde estaban insertas las proposiciones
P(x)y Q(x). Una minoria de sujetos optaron por la demostracion indirecta, seis
para la proposicidn genérica y uno para la demostracion del ejemplo propuesto.
En este caso la mayoria se inclinaron por el uso de la contraposicion
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-Q(x) = =P (x). Una respuesta representativa de demostracién directa es la del
sujeto ELMOA4.

ELMO04: En este caso se observa la demostracion por implicacion, esta demostracion
se puede realizar por negacion —|(P(x) = Q(x)), pero la forma usual es

cuando se toma un elemento x que cumple con la propiedad P(x) y llegar
que justamente ese mismo elemento también cumple con la propiedad Q (x).

La disyuncién universal: Vx € U[P(x) vV Q(x)]

La disyuncion con cuantificador universal estuvo presente en la tarea 4 del
cuestionario. En la tabla 7 se presenta la cantidad de sujetos que evidenciaron en
sus respuestas los indicadores propuestos para la demostracién directa e
indirecta.

Tabla 7
Ndmero de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento de la
disyuncion universal en la demostracién directa e indirecta

Indicadores de conocimiento Tarea 4

Demostracion directa

Manifiesta que el incumplimiento de alguna de las proposiciones,  pg 12
P(x) 0 Q(x) debe implicar el cumplimiento de la otra proposicion.
Es decir, que debe demostrarse =P (x) = Q(x) 0 =Q(x) = P(x). pE 09

Demostracion indirecta

Manifiesta que debe suponerse verdadera la proposicion —Vx € PG 02
U[P(x) vV Q(x)] la cual es equivalente a la proposicién 3x €

U[-P(x) A =Q(x)]. DE 00
Manifiesta que se debe demostrar que -Vx € U[P(x) V Q(x)] = PG 02
F, en donde F, representa a cualquier afirmacion contradictoria. DE 00
Manifiesta que una vez garantizada F, entonces —=Vx € PG 01
U[P(x) vV Q(x)] debe ser falsa y que en consecuencia Vx €

U[P(x) vV Q(x)] debe ser verdadera. DE 00

Nota. PG=Proposicién genérica; DE=Demostracién del ejemplo.

En el caso de la demostracién directa, los pocos sujetos que evidencian
conocimiento de su demostracion, 12 en la proposicién genérica y nueve en la
demostracion del ejemplo, transformaron la disyuncion en una implicacion,
planteando que se demostraba evidenciando que el incumplimiento de alguna de
las proposiciones, P(x) 0 Q(x) debia implicar el cumplimiento de la otra
proposicién, es decir, que debia demostrarse =P(x) = Q(x) 0 =Q(x) = P(x).
La demostracion indirecta fue mencionada por dos sujetos en la proposicion
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geneérica y no fue empleada por ninguno en la demostracion del ejemplo, pero
ambos sujetos mostraron evidencia de los indicadores de conocimiento
planteados en este caso. Se presentan dos respuestas representativas que
evidencian conocimiento sobre la demostracion directa, la del sujeto EBHO4 en
la proposicion genérica y la del sujeto ELHOL en el ejemplo y su demostracion:

EBHO04: En esta demostracion pues me basaria en hacer casos o por una proposicién
equivalente seria suponer falsa P(x) y llegar a demostrar Q(x) o suponer
falsa Q(x) y llegar a demostrar P(x).

ELHO1: Proposicion: Vx € R(x <0Vx+1>0). Demostracion: usaré su
equivalencia Vx € R(—=(x < 0) = x+1 > 0). Sea x € [, supdngase que
x < 0 es falsa, luego x = 0 (por ley de tricotomia para los nimeros reales) y
comol>0,x+1>0.

La conjuncién universal: Vx € U[P(x) A Q(x)]

La conjuncion con cuantificador universal estuvo presente en la tarea 5 del
cuestionario. En la tabla 8 se presenta la cantidad de sujetos que evidenciaron en
sus respuestas los indicadores propuestos para la demostracion directa e
indirecta.

Tabla 8
Ndmero de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento de la
conjuncién universal en la demostracion directa e indirecta

Indicadores de conocimiento Tarea 5

Demostracion directa

Manifiesta que P(x) y Q(x) son proposiciones para el elemento PG 16
arbitrario x seleccionado. DE 13
Manifiesta que debe garantizarse que tanto P(x) como Q(x) son PG 15
proposiciones verdaderas con base en la teoria matematica en

donde estan insertas dichas proposiciones. DE 12

Demostracion indirecta

Manifiesta que debe suponerse verdadera la proposicion —=Vx € PG 00
U[P(x) A Q(x)] la cual es equivalente a la proposicién 3x €

U[-P(x) V =Q(x)]. DE 00
Manifiesta que se debe demostrar que —Vx € U[P(x) A Q(x)] = PG 00
F, en donde F, representa a cualquier afirmacion contradictoria. DE 00
Manifiesta que una vez garantizada F, entonces -Vx € PG 00
U[P(x) A Q(x)] debe ser falsa y que en consecuencia Vx €

U[P(x) A Q(x)] debe ser verdadera. DE 00
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Nota. PG=Proposicién genérica; DE=Demostracién del ejemplo.

De los 16 sujetos que evidenciaron indicadores de conocimiento en esta tarea,
todos ellos hicieron referencia Unicamente a la demostracion directa y la mayoria
evidencio en la proposicion genérica y en la demostracion del ejemplo, que P(x) y
Q(x) eran proposiciones para el elemento arbitrario x seleccionado, 16 y 13
sujetos respectivamente. En cuanto al indicador de conocimiento sobre el criterio
de validez de la conjuncion, es decir, el conocimiento de que debia garantizarse
que P(x) y Q(x) eran proposiciones verdaderas con base en la teoria matematica
en donde estan insertas dichas proposiciones, 15 sujetos lo evidenciaron en la
proposicion genérica y 12 sujetos en la demostracion del ejemplo. Dos respuestas
representativas, una de la proposicion genérica y otra sobre el ejemplo y su
demostracion, son las de los sujetos EBM15 y ELHO02:

EBM15: Primero se da un elemento “x” en U. Luego se requiere probar ambas
proposiciones P(x) y Q(x). Se podria trabajar cada una por aparte.

ELHO02:  Proposicion: Vx € R(x? +5 > 2 Ax < x + 3). Demostracion: sea x € R.
Luego sabemos que x2 > 0=>x>+5=>5=>x2+5>5A5>2=>x%+
5> 2. Ademas, sesabequex < x A0 <3 =>x<x+3.

La doble implicacion universal: Vx € U[P(x) & Q(x)]

La doble implicacion con cuantificador universal estuvo presente en la tarea 6 del
cuestionario. En la tabla 9 se presenta la cantidad de sujetos que evidenciaron en
sus respuestas a los indicadores propuestos para la demostracion directa e
indirecta.

Tabla 9
Ndamero de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento de la doble
implicacion universal en la demostracion directa e indirecta

Indicadores de conocimiento Tarea 6

Demostracion directa

Manifiesta que debe garantizarse que tanto P(x) = Q(x) como PG 22
Q(x) = P(x) son proposiciones verdaderas. DE 20

Demostracién indirecta (Reduccién al absurdo)

Manifiesta que debe suponerse verdadera la proposicién —Vx € PG 00
U[P(x) © Q(x)] lacual es equivalente a la proposicion 3x €

U[(P(x) A=Q(x)) V (Q(x) A =P (x))]- DE 00
Manifiesta que se debe demostrar que —Vx € U[P(x) © Q(x)] = PG 00
F, en donde F, representa a cualquier afirmacion contradictoria. DE 00
Manifiesta que una vez garantizada F, entonces—Vx € PG 00
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Tabla 9
Ndamero de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento de la doble
implicacion universal en la demostracion directa e indirecta

Indicadores de conocimiento Tarea 6
U[P(x) © Q(x)] debe ser falsa y que en consecuencia Vx €
U[P(x) & Q(x)] debe ser verdadera. DE 00
Demostracion indirecta (Contraposicion)
Manifiesta que debe considerarse un elemento arbitrario x del PG 02
universo y demostrar de forma directa la proposicion —=Q(x) <
—|P(X). DE 00

Nota. PG=Proposicién genérica; DE=Demostracién del ejemplo.

Sobre la demostracion directa, la gran mayoria de los sujetos evidencio
conocimiento sobre el indicador fundamental de como proceder en este tipo de
demostracion, a saber, que debia garantizarse que tanto P(x) = Q(x) como
Q(x) = P(x) eran proposiciones verdaderas, 22 en la proposicién genérica y 20
en la demostracion del ejemplo. La demostracion indirecta solo fue mencionada
por dos sujetos en la proposicién genérica y ambos conocian que debia
considerarse un elemento arbitrario x del universo y demostrar de forma directa
la proposicion —=Q(x) & —P(x). Se presenta un par de respuestas tipicas de la
demostracion directa, la del sujeto ELMO7 para la proposicion genérica y la del
sujeto EBHO7 para el ejemplo y su demostracion.

ELMO7: Se da un elemento genérico del universo y se realiza la demostracion en
ambas direcciones, es decir, se prueba que Vx € U(P(x) = Q(x)) y
vx € U(Q(x) = P(x)).

EBHO7: Proposicion: Vx € R (In(x) = 0 & x = 1). Demostracion: sea x € R. =)
Supongamos que: [n(x) =0 . Debemos probar que x =1. Veamos:
Inx)=0=>x=e°=>x=1. &) Supongamos que: x = 1. Debemos
probar que In(x) = 0. Veamos: x = 1 = In(x) = In(1) = In(x) = 0.

Formas alternativas de proceder en la demostracion no contempladas en los
indicadores de conocimiento y ajuste del ejemplo concreto a la estructura
sintactica

A continuacion, se presenta una sintesis de las respuestas de los sujetos que
presentaron formas de proceder en la demostracion no contempladas en los
indicadores de conocimiento que hemos propuesto en este estudio.

La induccién matematica fue mencionada en la tarea 1 por cuatro profesores
de matematicas en formacion inicial como una posible forma de proceder en la
demostracion de la proposicion genérica Vx € U(P(x)), tres de ellos aclararon
que siempre que el conjunto universo fuera el conjunto de los nimeros naturales.
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Se presenta un par de respuestas, la del sujeto EBHO04 que no aclara si el
conjunto universo es el conjunto de los nimeros naturales y la del sujeto ELMOQ7
que si lo indica.

EBHO4: Lo que sugiere esta demostracion es que para cualquier nimero que usted se
tome del conjunto U 0 no necesariamente es un numero, puede ser un
elemento, debe vivir o satisfacer la propiedad P(x), por lo que un método a
usar seria induccion matematica.

ELMO7: Dado que se debe satisfacer la propiedad para todos los elementos, debe
presentarse un elemento genérico del universo. Si la forma del elemento
interfiere en los pasos para la demostracion (por ejemplo en Z, se puede
tener x = 0,x =a(a € N),x = —a), a veces es necesario presentar la
demostracion por casos. Por ejemplo, si U =[], debe evaluarse la
posibilidad de que se demuestre por medio del axioma de induccion
matematica, por el principio de induccion matematica o por el principio de
induccion fuerte.

El uso de un conjunto universo finito fue propuesto por dos sujetos en la tarea 4,
tres sujetos en la tarea 5 y un sujeto en la tarea 6. En todos los casos, los sujetos
brindaron un ejemplo de proposicion en donde el conjunto tenia pocos elementos
y en su demostracion verificaron el cumplimiento de la propiedad en todos los
casos. Una respuesta representativa es la del sujeto EBHO3 en la tarea 5.

EBHO3:  Proposicién: Sea U = {2,4,6,8},Vvx € U(x = 2k(k =1,2,3,4) Ax > 0) .
Demostracién para 2:x =2-1=22>0;para 4:x =2 -2 =44 > 0; para
6:x=2-3=66>0;para8:x =2-4=88>0.

Dos sujetos en la demostracion del ejemplo de la tarea 4 consideraron a un
elemento arbitrario del universo y posteriormente presentaron una demostracion
adecuada por casos. Un ejemplo es la respuesta del sujeto EBMO09.

EBMO09:  Proposicion: Vx € R(x? >0V x =0) . Demostracion: sea x € R. Por
tricotomia, caso 1 x >0: x >0Ax>0=>x-x>0=>x%>0; caso 2
Xx<0:x<0AXx<0=2x-x>0=2>x>>0:cas0 3x=0:x=0Ax=
0=2x-x=0=2x>=0~x2>0vx=0.

Cuatro sujetos mencionaron en la proposicion genérica de la tarea 6 que podria
trabajarse la doble implicacion de manera simultanea, es decir, como condicion
necesaria y suficiente simultdneamente, sin necesidad de trabajar las dos
implicaciones por separado. Como ejemplo se presenta la respuesta del sujeto
EBM15.

EBM15: Primero, me doy un elemento del conjunto U. Luego se decide en cuél de
los dos sentidos del si y sélo si, se quiere trabajar, pues muchas veces hay
un caso sencillo y otro mas complejo. Si se inicia en el sentido =), se
supone P(x) verdadera y se prueba Q(x); luego se prueba <), es decir se
supone Q(x) verdadera y se prueba P(x). Ahora, hay demostraciones en
donde se puede trabajar el & directamente sin necesidad de demostrar las
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dos direcciones.

Las formas alternativas de proceder en la demostracion mencionadas por los
sujetos evidencian conocimiento sobre la demostracion matematica. Pero la
induccién matematica y las demostraciones en donde se utiliza un conjunto
universo finito, no tienen presencia en el programa de estudios de matematicas
de la educacién secundaria costarricense. No obstante, ambos procedimientos
pueden ser empleados por el profesor de matematicas en la exploracion de
conjeturas para la verificacién de casos particulares antes de presentar una
demostracion matematica formal.

Por otra parte, 21 sujetos en promedio brindaron un ejemplo concreto de la
proposicion genérica, en cada una de las seis tareas del cuestionario, que se
ajustaba a la estructura sintactica solicitada. Dos respuestas representativas son
las de los sujetos EBHO02 para la proposicion de la tarea 1 y ELMO7 para la
proposicion de la tarea 2:

EBHO02:  Proposicion en la estructura Vx € U(P(x)) en la tarea 1:vx € R(x? = 0).

ELMO7:  Proposicion en la estructura 3x € U(P(x)) en la tarea 2: 3x €
Z(x + 1 = 0).

CONCLUSIONES

En esta investigacion se ha logrado caracterizar el conocimiento de los futuros
profesores de matematicas sobre los aspectos l6gicos y sintacticos de la
demostracion. EI modelo MTSK ha permitido lograr parcialmente este objetivo,
debido a que en el subdominio de la practica matematica se incluye a la categoria
demostrar, sin embargo, en este estudio hemos tenido que completar la
categorizacion para la demostracion que se ha difundido del MTSK (Flores-
Medrano, 2015) con base en investigaciones sobre la demostracion en profesores
de matematicas, creando nuevos subcomponentes que pueden ser considerados
como evidencias del conocimiento matematico en dos de los componentes
propuestos por Flores-Medrano (2015) sobre la demostracion. Estos son: (1) el
conocimiento sobre la naturaleza de la demostracion matematica y (2) el
conocimiento sobre las funciones de la demostracion en las matemaéticas.
Ademas, hemos propuesto un componente nuevo denominado (3) la conviccion
de un argumento matematico.

Dentro de la primera componente se ha considerado el subcomponente
denominado validez logica y se han precisado los elementos que lo conforman,
lo que permitio generar para esta investigacion tres categorias que nos
permitieron estudiar el conocimiento de los profesores de matematicas en
formacion inicial: (1) el tipo de demostracion: directa o indirecta, (2) el tipo de
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cuantificador: universal o existencial y (3) el tipo de conectiva ldgica:
implicacion universal, disyuncién universal, conjuncion universal y doble
implicacion universal. Estas componentes han generado indicadores de
conocimiento, los cuales hacen referencia a frases para determinar en las
respuestas de los sujetos evidencias de conocimiento sobre las formas de
proceder desde el punto de vista l6gico-sintactico en la demostracion.

Los indicadores de conocimiento establecidos para este estudio nos
permitieron clasificar la gran mayoria de respuestas de los profesores de
matematicas en formacion inicial en las seis tareas del cuestionario. Fueron pocas
las respuestas de los sujetos que presentaron formas de proceder en la
demostracion no contempladas en tales indicadores tales como el uso de la
induccién matematica, la verificacion de todos los casos cuando el conjunto
universo es finito, las demostraciones por casos y la demostracién simultanea de
la doble implicacion logica universal. Estas formas alternativas de proceder en la
demostracion de una proposicion matematica, nos sugiere que debemos
considerar mas indicadores de conocimiento que contemplen estos casos no
previstos a priori en nuestra investigacién. No obstante, por la gran variedad de
formas de demostrar, consideramos que es complejo contar con un conjunto de
indicadores que abarquen todos los casos posibles. En este sentido, pensamos
que esta investigacion puede brindar insumos para el desarrollo de trabajos
similares y de este modo, contar con una mayor variedad de categorias e
indicadores de conocimiento.

La mayoria de los profesores de matematicas en formacion inicial mostraron
conocimiento sobre los aspectos ldgicos y sintacticos de la demostracién
matematica. En el caso del ejemplo concreto de proposicion genérica la mayoria
ofreci6 una proposicion que correspondia en su forma sintéctica a lo solicitado en
cada una de las tareas.

En cuanto al tipo de demostracion directa o indirecta, tuvieron preferencia
por la demostracion directa tanto en la explicacion de la forma de demostrar una
proposicion genérica, como en la demostracion del ejemplo propuesto.
Consideramos que una posible explicacién de este hecho es que normalmente en
los cursos de matematicas de la carrera de ensefianza de la matematica en la
UNA, los futuros profesores estan expuestos mayoritariamente a demostraciones
directas, pues las proposiciones que se les presentan se han asumido como
teoremas y, por ende, verdaderas.

Segun Durand-Guerrier et al. (2012a) a los estudiantes pocas veces se les
presentan proposiciones matematicas falsas para que analicen su validez y
determinen en qué condiciones podrian ser verdaderas. De hecho, actividades
tales como la exploracion, la validacion y la interpretacion, generan la necesidad
de comprension al encontrarse con resultados no previstos, contradicciones o
ambiguedades. En el programa de matematicas de la educacion secundaria de
Costa Rica y en otras propuestas curriculares, se enfatiza la importancia y la
necesidad de que los alumnos de secundaria formulen y analicen conjeturas, en
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donde no hay certeza de la validez de los resultados obtenidos. Esto promueve la
necesidad de realizar procesos de razonamiento, argumentacion y demostracion.
Por tanto, consideramos relevante que los futuros profesores sean sometidos a
£sS0S Mismos procesos matematicos en sus planes formativos.

En cuanto al tipo de cuantificador universal la mayor parte evidencié que
para su demostracion se debia considerar un elemento arbitrario del conjunto
universo y que sobre tal elemento se podia garantizar la veracidad de la
propiedad en cuestion, sin embargo, muy pocos indicaron que una vez
garantizada la veracidad se podia concluir que la propiedad era valida para la
totalidad de los elementos del conjunto universo.

Esto dltimo es relevante, pues como lo indican Durand-Guerrier et al.
(2012b) si se puede demostrar que una propiedad es cierta para un objeto
particular elegido de manera arbitraria, la generalizacién universal permite
concluir que la propiedad es valida para todos los objetos de ese tipo. Creemos
que la comprensidn de esta generalizacion universal es necesaria para la solidez
de la conclusiéon de un resultado matemético. En este sentido Knuth (2002)
menciona que para algunos profesores de matematicas la demostracion es una
construccion falible y que, una vez realizada la demostracion de una afirmacién
matematica, podrian existir contraejemplos u otro tipo de evidencia que pusiera
en duda la generalidad de la demostracion. Ademas, sefiala que algunos
profesores sienten la necesidad de hacer una verificacion empirica como un
elemento adicional de conviccién.

En el caso del cuantificador existencial, la mayoria se inclind por la
demostracion constructiva, es decir, por brindar un elemento concreto del
universo que cumpliera la propiedad en cuestion, ademas mostraron
preocupacion por la forma de determinar dicho elemento y en algunos
consideraron parte de la demostracién el procedimiento de busqueda del
elemento en cuestion.

Concordamos con Durand-Guerrier et al. (2012b) en que la demostracion
constructiva es importante debido a que cuando se sabe que existe un objeto de
cierto tipo se le puede asignar un nombre y que esto es Util en la introduccion de
simbolos y definiciones. Consideramos que la demostracion no constructiva del
existencial también debe observarse con mas intensidad en los futuros profesores
de matematicas, pues muchas afirmaciones existenciales se justifican empleando
otros elementos como axiomas o0 teoremas precedentes en la teoria matematica
en estudio. Por ejemplo, la demostracion de que 3x € R(x” + x + 1) requiere el
uso de otros argumentos matematicos diferentes a la exhibicién de un ndmero
particular que cumpla la propiedad.

Coincidimos con Durand-Guerrier et al. (2012b) en que el manejo de los
cuantificadores es relevante en la manipulacion de objetos matematicos, pues
como estos autores mencionan, algunos matematicos destacados como Leibniz,
Wolf y D’Alembert cometieron errores importantes al resolver problemas de
sumas infinitas, limites, convergencia y divergencia debido a un debil control
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sintactico y formal sobre los conceptos que estaban tratando y al manejo
inadecuado de cuantificadores anidados. En el caso de la Educacion Matematica
y especificamente, en la formacion inicial de profesores de matematicas,
compartimos la perspectiva de Durand-Guerrier et al. (2012b) en el sentido de
que el control sintactico es importante sobre todo cuando el control semantico es
inestable, de esta manera una disminucion del rigor l6gico puede generar
malentendidos en el abordaje de la demostracion matematica.

En cuanto al tipo de conectiva logica, la implicacién y la doble implicacién
universales fueron dominadas por la gran mayoria de los sujetos mientras que la
conjuncion 'y disyuncion universales presentaron mas dificultades. La
implicacion y la doble implicacién fueron abordadas mayoritariamente de forma
directa. En el caso de la primera, los sujetos evidenciaron conocimiento sobre la
forma de proceder asumiendo como verdadero el antecedente y garantizando la
veracidad del consecuente; en el caso de la segunda, evidenciaron conocimiento
al indicar que debian probarse las dos implicaciones. Consideramos que hubo
mayor evidencia de conocimiento en estas dos conectivas ldgicas, debido a que,
en los cursos de la carrera de ensefianza de la matematica de la UNA, la gran
mayoria de proposiciones que los sujetos abordan en los cursos tienen las
estructuras sintacticas implicacion y doble implicacion. En el caso de la
conjuncién y la disyuncién, creemos que debe trabajarse con mayor intensidad en
sus criterios de validez en la formacion inicial.

Aunque el objetivo principal de este estudio es caracterizar el conocimiento
de los sujetos de investigacion, consideramos dignas de mencién algunas
limitaciones observadas en varias respuestas de los sujetos de investigacion, tales
como el reemplazo de la explicacion por la interpretacion de la proposicion, la
confusion entre una propiedad y un conjunto, la verificacion de una propiedad en
casos particulares de un universo infinito como ejemplo de demostracion de una
propiedad que afecta el cuantificador universal, la inversiébn de los
cuantificadores universal y existencial, poco manejo de los criterios de verdad de
las conectivas logicas disyuncion y conjuncion y el uso indebido de algunas
equivalencias ldgicas.

Segun Knuth (2002) el hecho de que algunos profesores de matematicas
presenten limitaciones sobre la demostracion no es algo sorprendente, pero la
responsabilidad de mejorar la situacion recae principalmente en los encargados
de su formacion.

Creemos que las evidencias de conocimiento halladas en el estudio y estos
fendmenos sefialados, pueden ser un insumo para considerarse en el abordaje de
la demostracion en la carrera de ensefianza de la matematica de UNA. En dicha
carrera, la demostracion es empleada para la verificacién de los resultados
matematicos lo que responde al primer nivel planteado por Lo y McCrory
(2009), sin embargo, hace falta profundizar en los otros dos niveles mencionados
por ambas autoras, a saber, como objeto matematico regulado por reglas y como
elemento que favorece el desarrollo de sus futuros alumnos.
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