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En lineas generales, la investigacion se centra en el aprendizaje
geométrico manifestado por un alumno cuando comunica a dos
profesores la técnica de construccion de un semicirculo con GeoGebra.
Desde una perspectiva historico-cultural, dicho aprendizaje es
analizado en atencion a los procesos de objetivacion de saberes
geométricos que tuvieron lugar durante la comunicacion de la técnica,
empleando para ello un andlisis multi-semiotico. Los resultados
destacan algunos aspectos de los procesos de objetivacion evidenciados
en el andlisis, tales como la actividad semiotica desplegada, la
actuacion de los profesores y los problemas surgidos a lo largo de la
comunicacion de la técnica.
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Processes of Objectification Around Geometric Ideas in the Production
of Simulators with Geogebra

In general, the research focuses on the geometric learning revealed by a
student who communicates to two teachers the technique of constructing
a semicircle with GeoGebra. From a historical-cultural perspective, this
learning is analysed in response to the processes of objectification of
geometric knowledge that took place during the communication of the
technique, using a multi-semiotic analysis. The results highlight some
aspects of the processes of the objectification evidenced in the analysis,
such as the semiotic activity deployed, the performance of the teachers
and the problems that arise during the communication of the technique.
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Debido al impacto que ha tenido la perspectiva cognitiva en el campo de la
educacion matematica, es por muchos aceptado que el aprendizaje en el alumno
estd determinado por mecanismos intelectuales de pensamiento y/o razonamiento
que garantizan la apropiacion del saber escolar. En geometria, por ejemplo, el
aprendizaje se ha considerado por mucho tiempo un asunto de construccion de
representaciones mentales de los conceptos geométricos a partir de procesos
perceptivos y discursivos que se dan en interaccion con los dibujos o diagramas
de esos conceptos (Duval, 2005; Gutiérrez y Jaime, 2012; Hershkowitz, 1989;
Mesquita, 1998; Vinner y Hershkowitz, 1983). Esta vision particular del
aprendizaje en matematicas ha resultado en una educacion comprometida con el
desarrollo individual de estructuras mentales sofisticadas que ayudan al alumno a
pensar de forma correcta ante los problemas que enfrentan en el aula (Radford,
2014a).

En nuestro caso, la influencia de lo cognitivo también ha estado presente en
esas primeras aproximaciones que hemos tenido en relacion con el aprendizaje
de la geometria en experiencias de elaboracion de simuladores con GeoGebra
(ESG) (Prieto y Diaz-Urdaneta, 2019). En estos estudios, nuestro interés ha sido
develar, en el discurso de los alumnos, las posibles relaciones que ellos
establecen entre los aspectos espaciales de los dibujos creados en la ESG y las
propiedades tedricas de los objetos geométricos evocados en el discurso. Sin
embargo, no pasé mucho tiempo para darnos cuenta de lo poco conveniente que
resultaba tratar de reducir el aprendizaje producido en la ESG a las caracteristicas
del lenguaje usado en el dominio de la geometria escolar. Si consideramos que la
ESG es una instancia social de encuentro con los saberes escolares y de
posicionamiento critico ante tales saberes, entonces no cabia duda de que
debiamos ampliar nuestra vision del aprendizaje en matematicas, y para ello era
importante tomar distancia de la perspectiva cognitiva.

Hacia finales de la década de los ochenta surgen las primeras teorias
educativas socioculturales que hacen frente a las contradicciones generadas por
una ensefianza guiada por aspectos cognitivos, a través de un replanteamiento de
la relacion individuo-sociedad que abrid las puertas a nuevas concepciones del
pensamiento y el aprendizaje en matematicas como fendmenos sociales,
culturales e historicos (Bartolini-Bussi, 1991; Boero et al., 1995; Lerman, 1992).
De esta manera, la perspectiva sociocultural ha animado el debate en relacion con
el papel que desempefia el trabajo humano en el desarrollo de los modos de
produccion histéricos y culturales del saber matematico. En lo que concierne a la
geometria, Sinclair et al. (2016) destacan la emergencia de los aspectos
semidticos y encarnados del aprendizaje de la geometria en los estudios
socioculturales contemporaneos (p. €j., el papel de los gestos, los diagramas y los
artefactos digitales en la produccion de los significados geométricos en la
actividad del aula).

Consideramos que asumir una perspectiva sociocultural para estudiar el
aprendizaje de la geometria en contextos de ESG implica prestar atencion
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especialmente al modo en que profesores y alumnos piensan y actiian
conjuntamente con respecto al saber geométrico, empleando una serie de
recursos semidticos que la cultura escolar de la época pone a disposicion de estos
individuos. Para dar cuenta de este aprendizaje, en este trabajo analizamos los
modos en que dos profesores de matematicas y un alumno de educaciéon media
trabajan juntos en una situacion de ESG en la que buscan comprender la técnica
de construccion de un semicirculo con GeoGebra producida por el alumno con
anterioridad.

UNA PERSPECTIVA DEL APRENDIZAJE GEOMETRICO EN LA
ESG

En esta investigacion hemos asumido una perspectiva historico-cultural del
aprendizaje matemadtico, expresada en la Teoria de la Objetivacion (TO) de
Radford (2006; 2014a), para interpretar el aprendizaje geométrico producido en
experiencias de ESG. En oposicion al paradigma individualista, la TO propone
una reconceptualizacion del aprendizaje matematico, no como el resultado de la
accion del sujeto que construye su propio saber, sino como ‘“un proceso
colectivo, cultural e historicamente situado que pone de relieve el papel del
trabajo social humano, el cuerpo, las emociones y el mundo material” (Radford,
2018a). Desde esta perspectiva, interesan las practicas sociales “de creacion de
nuevos individuos capaces de reflexionar criticamente de manera matematica
sobre las cuestiones urgentes de sus comunidades y su mundo” (Radford, 2017c,
p. 141).

Para la TO, el aprendizaje tiene que ver no s6lo con el saber matematico
escolar, sino también con aquellos seres que se transforman y reafirman como
sujetos de la educacion en la busqueda de este saber. Radford (2018b) se refiere
al saber matematico como arquetipos de pensamiento, reflexion y accion
constituidos historica y culturalmente. Para estudiar el aprendizaje matematico,
la TO introduce dos categorias conceptuales en la forma de procesos de
objetivacion y de subjetivacion. Mientras que los procesos de objetivacion dan
cuenta de la manera en que aparecen los saberes en el aprendizaje, los procesos
de subjetivacion tienen que ver con el sujeto que aprende y sus formas de
colaboracion. En atencion al propdsito del estudio, en esta parte nos referimos al
aprendizaje matematico en términos de procesos de objetivacion. Ya en trabajos
anteriores hemos dado cuenta de la otra vertiente del aprendizaje matematico en
un contexto de ESG.

El significado que tiene la objetivacion en la TO es diferente al de
cosificacion’ de la experiencia humana, asumido por Wenger (2001, p. 83) y

1 Para Wenger (2001), la cosificacion es “el proceso de dar forma a nuestra experiencia
produciendo objetos que plasman esta experiencia en una «cosa».” (p.84).
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otros tedricos sociales. Segiin Radford (2018b, p. 233), los individuos desde que
nacen entran en contacto con situaciones, entidades o cosas que les objetan, que
les parecen extrafias y desconocidas, pero que hacen parte del repertorio de
sistemas de expresion, accion y pensamiento, constituidos histérico y
culturalmente. La objetivacion es precisamente ese proceso social, corporal,
material y simboélico que implica:

volverse, progresiva y criticamente, consciente de una forma codificada
de pensamiento y de accion —algo que notamos gradualmente y al
mismo tiempo adquiere significado. Son procesos de objetivacion
aquellos actos de notar significativamente algo que se revela a la
conciencia por medio de nuestra actividad corporea, sensorial y
artefactual. (Radford, 2017b, p. 121)

La manera de entender la objetivacion que se propone desde la TO revela dos
elementos de este proceso que son fundamentales para comprender como se
produce el aprendizaje geométrico durante la ESG. Por un lado, la objetivacion
es un proceso subjetivo, emocional y afectivo de toma de conciencia de algo que
se constituye en saber. De ahi que la toma de conciencia sea un reflejo del modo
en que cada individuo reconoce el mundo objetivo (que le trasciende) y se
orienta/posiciona criticamente en ¢él, dentro de una dindmica de encuentro
dialéctico con las formas codificadas de reflexion, acciéon y pensamiento. Tal
toma de conciencia no es contemplativa, pues a través de la conciencia individual
se forman sensibilidades culturales para ponderar, comprender, disentir, objetar y
sentir a los otros, a uno mismo y al mundo (Radford, 2017b, p. 122).

Por otro lado, para que la toma de conciencia ocurra es necesario que una
cierta actividad se ponga en marcha, de manera que las reflexiones y acciones de
los alumnos en ella lleven a formas de instanciacion® del saber matematico que,
en un principio, pueden aparecer como algo ajeno a nosotros, como una especie
de alteridad. Radford (2017a) conviene en llamar labor conjunta a esta actividad,
definiéndola como “un evento creado por una busqueda comun, es decir, una
busqueda que es al mismo tiempo cognitiva, emocional y ética.” (p. 125). Uno de
los aspectos cruciales de esta labor es su naturaleza social, la cual no desaparece
cuando se trabaja solo (p. e€j., cuando un alumno resuelve un problema
matematico en solitario). Se puede estar fisicamente solo, pero aun asi el alumno
recurre a un conjunto de signos (palabras, gestos, inscripciones de todo tipo, etc.)
y artefactos (calculadora, computador, software de aplicacion, etc.) historicos y
culturales que hacen de su trabajo un reflejo de la actividad social del aula. En la

TO, estos signos y artefactos son llamados medios semidticos de objetivacion
(Radford, 2003, p. 41).

2 Segun Radford (2017a), la instanciacién o actualizacion del saber se refiere al contenido
conceptual concreto en el que se manifiesta, actualiza, materializa o encarna el saber.
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Esto ultimo revela otro aspecto de la labor conjunta que no podemos pasar
por alto: su manifestacion o aparicion en la vida concreta “con los medios de
trabajo creados por el propio ser humano, esto es, artefactos técnicos,
herramientas.” (Piedra, 2018, p. 175). En otras palabras, la labor conjunta no
puede ser entendida al margen de la produccion y uso de materiales y artefactos
historicos y culturales. Es mediante la labor conjunta que estos materiales y
artefactos revelan la conceptualidad que el trabajo humano ha depositado en ellos
(Radford, 2017b, p. 123). Por esta razon, la cultura material de la época, y
particularmente la tecnologia digital, debe necesariamente ser integrada en la
labor conjunta producida en la escuela. Esto con el fin de hacer aparente el saber
que portan los artefactos usados por profesores y alumnos. Dada la importancia
que la TO concede al trabajo con artefactos, se puede concluir que la cultura
material interviene en los procesos de objetivacion y ayuda a que estos se
materialicen.

La comprension de una técnica de construccion como resultado de la labor
conjunta

Durante la ESG, la toma de conciencia en torno a los saberes geométricos
escolares puede ocurrir en diferentes momentos. Un momento tipico de esta
actividad es el trabajo matematico, en donde los alumnos producen dibujos
dindmicos que modelan las cualidades de forma, dimension y movimiento
presentes en objetos de la geometria sintética, que a su vez son modelos de
objetos de la realidad. Al hablar de dibujo dindmico, nos referimos al dibujo
creado con un Software de Geometria Dinamica (SGD) que conserva, en su
desplazamiento, ciertas propiedades espaciales que dan cuenta de las propiedades
geométricas declaradas en su construccion (Laborde, 1997), lo que convierte a
este tipo de dibujo en “una instanciacion concreta de la figura como concepto
geométrico” (Sdenz-Ludlow y Athanasopoulou, 2012, p. 169).

En la produccion de un dibujo dinamico intervienen dos elementos practicos
de la labor realizada: la tarea de construccion y su técnica correspondiente
(Sanchez y Prieto, 2017). Mientras que la tarea de construccion es el problema
matematico (declarado o no) al que se enfrentan los alumnos en situacién de
ESG, la técnica de construccion asociada se refiere al procedimiento empleado
por ellos para producir el dibujo dinamico que da respuesta a la tarea de
construccion. Del mismo modo que el dibujo dinamico se relaciona con el objeto
geométrico que intenta modelar, la técnica de construccion de un dibujo
dindmico puede entenderse como la instanciacion concreta de una forma
culturalmente codificada de pensar en un objeto geométrico (aquel modelado por
el dibujo), en atenciéon a su construccion con la ayuda de un SGD (Cabri,
GeoGebra, etc.). Dicho de otra manera, la técnica de construccion es portadora
de contenidos conceptuales particulares referidos a la construccion del objeto
geométrico, modelado por el dibujo dindmico.

PNA 14(1)



I. C. Sanchez y J. L. Prieto 60

Dentro de la ESG, el software GeoGebra cumple un rol fundamental ya que,
al ser un artefacto cultural, proporciona al usuario tanto de una serie de
contenidos conceptuales en la forma de herramientas de construccion, medida y
otras opciones, como de un espacio de trabajo conjunto estructurado
conceptualmente para que el wusuario experimente con los contenidos
conceptuales y produzcan formas novedosas de construir los dibujos dindmicos
(Radford, 2014b). Este espacio de trabajo es integrado al software por medio de
sus diferentes apariencias (Graficacion, CAS, Geometria, Graficos 3D, etc.) y
vistas (p. ej., vista grafica, vista algebraica) (Hohenwarter y Hohenwarter, 2008).
Veamos un ejemplo.

Si se quiere dibujar un rectdngulo en la vista grafica de GeoGebra, la
herramienta Poligono nos sugiere una forma de construccion del objeto cuya
demanda implica informar al software cudles son los vértices que le definen
(figura 1). En efecto, la herramienta Poligono es portadora de un contenido
conceptual particular (una forma de entender al poligono) con el cual es posible
materializar una forma de construccion del rectdngulo que se espera sea
aprendida por los alumnos. Por lo anterior, asumimos que el uso deliberado de
las herramientas de construccion de GeoGebra puede afectar el significado de los
contenidos conceptuales que portan estos recursos “al sugerir lineas potenciales
de desarrollo cognitivo y social” (Radford, 2014b, p. 414).

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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v A| Poligono
Selecciona todos los vértices, luego el primero nuevamente

Figura 1. Conceptualizacion del poligono por la herramienta correspondiente

En esta parte conviene precisar lo siguiente: el hecho de que una técnica de
construccion reproduzca un dibujo con la consistencia geométrica esperada no
garantiza que los alumnos reconozcan tal dibujo como un significante de un
objeto geométrico. De hecho, los alumnos suelen tener dificultades para dar
sentido a los pasos de la técnica en funcion de las relaciones entre el dibujo
construido y su referente tedrico (Prieto y Ortiz, en prensa). Al respecto, Laborde
(1997) afirma que “el reconocimiento visual de propiedades espaciales asociadas
a las propiedades geométricas no es espontaneo y debe ser objeto de aprendizaje”
(p. 46).

Esto explica el hecho de que los alumnos en situacion de ESG que emplean
técnicas consistentes no siempre sean capaces de dar una explicacion plausible
de sus procedimientos de construccion, revelandose asi las dificultades que
tienen para vincular las acciones con el saber geométrico encarnado en el uso de
las herramientas empleadas. Para que el saber geométrico que subyace en el uso
de GeoGebra se revele a la conciencia, es necesario que los contenidos
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conceptuales incrustados en las herramientas, aparezcan durante la reflexion
conjunta en torno a la técnica de construccion asociada. Es por ello que la labor
conjunta dirigida a comunicar una técnica de construcciéon es parte de las
actividades tipicas de la ESG que permiten a profesores y alumnos movilizar una
variedad de saberes geométricos, no solo mediante discursos orales basados en
percepcion visual o en teoria geométrica (Laborde, 1997), sino también por
medio de otras formas de reflexion y expresion humana (Radford, 2006).

Este posicionamiento tedrico aporta los insumos necesarios para el estudio
del aprendizaje geométrico en experiencias de ESG, atendiendo a una
caracterizacion de los procesos de objetivacion en torno a los saberes
geométricos que se revelan a los individuos en momentos clave de la ESG, como
cuando se despliega una labor conjunta para tratar de comprender la técnica de
construccion de una figura geométrica con GeoGebra. Lograr tal caracterizacion
es el objetivo de esta investigacion.

METODOLOGIA

La metodologia implementada en el trabajo se corresponde con la de una
investigacion cualitativa, de tipo descriptiva e interpretativa. Segin Bogdan y
Biklen (2007), la investigacion cualitativa tiene las siguientes caracteristicas: el
ambiente natural es la fuente directa de los datos, los resultados tienen una fuerte
componente descriptiva, los investigadores cualitativos se preocupan mas por los
procesos que por los productos, el analisis de los datos suele hacerse de forma
inductiva, y el significado es de vital importancia en este enfoque.

Participantes y contexto

En la investigacion participaron tres profesores de matematicas y tres alumnos de
educacion media (15-16 afios), quienes formaban parte del proyecto “Club
GeoGebra para la Diversidad” en el afio escolar 2015-2016. La finalidad de este
proyecto era conformar clubes GeoGebra en algunas instituciones oficiales de
Educacion Media en Venezuela, de manera que profesores y alumnos
participantes del proyecto pudieran contar con un espacio para la ESG (Prieto,
2017). Cada semana, los integrantes de un club se reunian de forma libre y
voluntaria en sesiones de trabajo de 2 a 4 horas de duracion. En este estudio
centramos la atencion en una sesion de trabajo del club GeoGebra “Hugo
Montiel Moreno”, en la cual tres profesores (dos de ellos ajenos al club) discuten
con los alumnos sobre el estatus de sus construcciones hasta el momento, con
miras al encuentro regional de clubes GeoGebra de ese afio escolar.

Durante la sesion, los alumnos debian presentar las tareas de construccion
que formularon para elaborar sus simuladores y explicar la manera en que las
resolvieron. La dindmica de trabajo durante la sesioén gird en torno a las técnicas
de construccién empleadas por los alumnos en sus experiencias de simulacion,
produciéndose con ello una labor conjunta orientada hacia la comprension de
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estas técnicas. Dicha labor no fue lineal, sino que se produjo como un didlogo de
ideas argumentadas sobre los pasos y acciones realizadas con el software para
materializar una técnica.

De toda la sesion tomamos el caso de Andrés, un alumno cuya actividad de
comunicacion de sus técnicas de construccion a dos de los tres profesores,
revelan procesos de objetivacion que consideramos representativos de la
actividad de ESG.

El caso de Andrés

En el momento de la investigacion, Andrés cursaba cuarto afio de Educacion
Media en la institucion que albergaba al club. Tras su incorporacién al proyecto,
el alumno decidi6 trabajar en la elaboracién de un simulador del mecanismo de
Klann® (figura 2a). En la sesion, Andrés explicd a los profesores la manera en
que habia resuelto tres tareas de construccion referidas a los objetos geométricos
indicados en la figura 2b, con el fin de representar la biela del mecanismo en la
vista grafica de GeoGebra. De estas tareas, analizamos los procesos de
objetivacion surgidos en la comunicacion de la técnica de construcciéon de un
semicirculo a partir de un punto exterior (primera tarea).

B ™\, Semicirculo
Biela

Pierna
Manivela

Rectangulo

Balancin | Semicirculo

(a) (b)

Figura 2. Imagen del mecanismo de Klann y boceto de la biela (Villalobos,
2016)

Recoleccion de los datos

Los datos de la investigacion provienen de la discusion de Andrés y los dos
profesores en relacion a la técnica de construccion del semicirculo empleada por
el alumno con anterioridad. Para capturar la discusion, decidimos utilizar una
camara de video pues este tipo de herramienta permite capturar realidades
naturales y complejas como las producidas durante el proceso de trabajo
matematico en la ESG. En el video se podia apreciar el despliegue de los
recursos semioticos y significados movilizados por Andrés y los profesores para

* Dispositivo mecanico disefiado para simular el sistema de locomocion de las patas de un
animal, con la finalidad de sustituir a las ruedas en terrenos de dificil acceso.
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comunicar sus ideas. El video fue transcrito en su totalidad con un procesador de
texto.

Analisis de los datos

El analisis de los datos se realizo por etapas. En una primera etapa, realizamos
una lectura inicial de las transcripciones con el proposito de identificar, discutir y
describir la técnica de construccion del semicirculo producida por Andrés, que
luego fue compartida con los profesores. La finalidad de esta etapa fue reconocer
las particularidades del trabajo geométrico realizado por el joven para construir
dicha figura con el software, en especial los contenidos conceptuales que fueron
movilizados en esta construccion y su relacion con la técnica empleada por el
alumno.

Esta técnica de construccidon se compone de pasos y acciones. Mientras que
los pasos de la técnica marcan la progresion de operaciones hacia la obtencion
del dibujo esperado (segun los requerimientos de uso de la herramienta
seleccionada por Andrés), las acciones comprenden los actos particulares
realizados por el alumno con el software para completar cada paso. Dado que el
GeoGebra no cuenta con una herramienta propia para dibujar semicirculos, el
alumno tuvo que recurrir a una herramienta auxiliar (Semicircunferencia) y
afiadir un paso mas a la técnica (paso 3) para lograr el cometido.

Técnica de construccion del semicirculo
Los pasos seguidos en la construccion del semicirculo a partir de un punto
exterior (punto A) a través de la herramienta de Semicircunferencia fueron tres.
El primer paso fue determinar los extremos del semicirculo. Para la
realizacion de este paso:
¢ Se trazd una recta a perpendicular al eje y por el punto A (accion 1.1).
¢ Se rot6 la recta a con respecto al punto A, un angulo de 16,59° y sentido
contrario a las agujas del reloj, generando asi la recta a’ (figura 3a)
(accion 1.2).
¢ Se trazd una circunferencia d con centro en el punto A y radio igual a un
patron de medida que se llamé Patrén (accion 1.3).
¢ Se intercepto la recta a’ con la circunferencia d, generando asi el punto B
(figura 3b) (accién 1.4).
¢ Se trazd una recta b, perpendicular al eje x, que pasara por el punto B
(accion 1.5)
¢ Se roto la recta b con respecto al punto B, un angulo de 33° y sentido
contrario a las agujas del reloj, generando asi la recta b’ (accion 1.6).
¢ Se cred un deslizador de angulo o, con valores minimo y maximo de 0° y
66°, respectivamente, e incremento de 1° (accion 1.7).
¢ Se rot6 la recta b’ con respecto al punto B, un angulo a y sentido horario,
generando asi la recta b’, (figura 3c) (accion 1.8).
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y Patron e 6
. Patron b

Figura 3. Construccion de la recta que contiene a los extremos del semicirculo
¢ Se trazd una recta m, perpendicular a b" por el punto B (figura 4a)
(accion 1.9).
¢ Se construyd una circunferencia e con centro en B y radio 0,052XPatron
(figura 4b) (accion 1.10).
¢ Se interseco la circunferencia e con la recta m, generando los puntos C y
D que son los extremos del semicirculo (figura 4¢) (accion 1.11).

Figura 4. Determinacion de los extremos del semicirculo

El segundo paso fue aplicar la herramienta de Semicircunferencia, para ello se
dibuj6 la semicircunferencia f de extremos C y D (figura 5a).

El tercer y ultimo paso fue modificar la opacidad de la semicircunferencia f
para destacar su superficie (figura 5b).

Figura 5. Construccion del semicirculo

En la segunda etapa, entramos en contacto con los datos recolectados. Al
respecto, leimos las transcripciones para detectar fragmentos de la discusion
entre Andrés y los profesores que parecian mostrar evidencias de la toma de
conciencia de algin objeto geométrico subyacente en el trabajo conjunto
desplegado en torno a la técnica. Cada fragmento constituye un segmento
destacado (Radford, 2015) que refleja un momento particular de la explicacion
de la técnica instanciada. Para identificar los segmentos, centramos la atencion
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en los cambios de foco a lo largo de la discusion, considerando los pasos y
acciones de la técnica descrita.

En la tercera etapa, realizamos un analisis multi-semiotico (Sabena, Robutti,
Ferrara y Arzarello, 2012) con el fin de identificar en los segmentos destacados
la variedad de significados y medios semioticos puestos en juego por los
participantes durante la labor conjunta. Asumiendo que la cognicién tiene
naturaleza multimodal (Arzarello, 2006; Radford, Edwards y Arzarello, 2009),
durante el andlisis centramos la atencion en la manera en que los participantes
combinaron diferentes signos y artefactos para tratar de hacer aparente la
conceptualidad de la que es portadora la herramienta Semicircunferencia. Para
dar cuenta de los significados revelados en el analisis, hacemos uso de la nocién
de nodo semiotico de Radford, Demers, Guzman y Cerulli (2003), la cual es
definida como “piezas de la actividad semidtica del alumno, en donde la accion,
los gestos y la palabra trabajan juntas para lograr la objetivacion del saber” (p.
56).

De esta manera, llamamos nodo semidtico a cada forma en la que Andrés y
los profesores combinaron distintos medios semioticos para lograr un estado de
conciencia mas o menos estable sobre algin objeto geométrico subyacente en la
comunicacion de la técnica. La observacion de los nodos semioticos en los
segmentos implicd un retorno hacia los videos con el fin de identificar otros
medios semioOticos puestos en juego, mas alld del lenguaje oral. Con ello
logramos enriquecer las transcripciones al incorporarles imagenes que reflejaran
la variedad de signos y artefactos que fueron integrados al discurso oral de los
participantes. Este tipo de analisis nos permitié tanto el reconocimiento de los
significados geométricos emergentes y de su evolucion a lo largo de la labor
conjunta, como la organizacion de los resultados de la investigacion.

RESULTADOS

En este apartado se describen los procesos de objetivacion en torno a saberes
geométricos incrustados en el uso de ciertas herramientas de GeoGebra
empleadas por Andrés para construir el semicirculo, los cuales tuvieron lugar
durante la discusion sobre la técnica de construccion por el alumno y los
profesores. Para la descripcion, hemos decidido organizar los resultados en
funcion de los nodos semidticos que emergieron en la discusion de estos sujetos.
Los nodos son agrupados alrededor de las ideas geométricas de rotacion y
semicirculo.

La idea de rotacion

La labor conjunta comienza cuando Andrés intenta explicar a los profesores la
manera en que €l utilizd la herramienta Rotacion de GeoGebra para llevar a cabo
las primeras acciones de la técnica. Esta herramienta es depositaria de una
conceptualidad de la rotaciébn como una transformaciéon del plano, que puede
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aplicarse en tanto se conozcan los siguientes elementos: objeto a rotar, centro de
rotacion y amplitud del angulo. En la explicacion de Andrés se observa que el
joven recurre a esta herramienta en tres ocasiones (ver acciones 1.2, 1.6 y 1.8),
dando lugar a procesos de objetivacion relacionados con la idea de rotacion que
se producen en tres momentos distintos de la discusion. En cada uno de estos
momentos, palabras, acciones y gestos de los participantes trabajan juntas en la
objetivacion de la conceptualidad detras de la herramienta Rotacion.

Primer momento

En la linea 13, Andrés comienza su explicacion dibujando la recta a’ (homdloga
aa) en su cuaderno de notas. Mientras realiza el dibujo, el joven produce un
discurso oral en el que reconoce que a’ es el producto de una rotacion con centro
en A (accion 1.2), pero omite referirse al objeto a rotar y al angulo de rotacion,
dos de los elementos requeridos por el software para el uso de la herramienta
Rotacion por el usuario.

13. Andrés:  Primero tracé una recta que pasa por [el punto] A [dibuja sobre el
papel una recta (figura 6)]. Mejor dicho, rote una recta que pasara por
el centro de la semicircunferencia.

A

)

a

Figura 3. Trazado de la recta a’

En ese momento, Andrés us6 de manera coordinada medios semidticos que
incluyen palabras e inscripciones (dibujo a mano alzada) para expresar una
accion concreta de la técnica, lo que pone de manifiesto la comprension que en el
momento tiene el alumno de la conceptualidad que porta la herramienta Rotacion
de GeoGebra. Sin embargo, se puede notar que esta comprension es incompleta
al no incluir toda la informacidén necesaria y suficiente para el empleo de la
herramienta.

En vista de ello, uno de los profesores (profesor 1) interviene con el fin de
tratar de hacer aparente la omision de informacion respecto al objeto a rotar y el
angulo de rotacion. En cuanto al objeto a rotar, este profesor se ocup6 en el acto
de interpretar la explicacion de Andrés, destacando el hecho de que la recta a’
(dibujada en el cuaderno de notas) es el producto de la rotacién de alguna recta
de la cual no se tiene informacion (linea 14). Para hacer esto, el profesor se basd
en el uso coordinado del dibujo elaborado por Andrés, de palabras y de gestos
que le permitieron resaltar aquellos elementos caracteristicos de la rotacion que
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estaban presentes en la explicacion del alumno, ademas de formular preguntas
enfocadas en el elemento faltante (linea 16).

14. Profesor 1: O sea, que [la recta] pasara por un punto que estd por aqui [sefiala
con el dedo indice la localizacion del punto B (figura 7a)]. Y
cuando me hablas [se refiere a Andrés] de que esta recta [senala la
recta a’ desplazando su dedo indice por el trazo, de izquierda
(figura 7b) a derecha (figura 7c)] es una rotacidn, ;es una rotacion
de quién? [dirige la pregunta a Andrés, refiriéndose al objeto a
rotar].

Figura 4. Senalamiento de la recta a’

16. Profesor 1: ;De cual otra [recta]?... Para que ésta [sefiala la recta a’ dibujada
por Andrés (figura 8)] sea la recta rotada, debe existir una recta que
tu [se refiere a Andrés] rotaste [se refiere al objeto a rotar].

a

Figura 5. Senalamiento de la recta a’

La forma en que el profesor interviene condujo al alumno a producir una
respuesta en la que se evidencia la toma de conciencia del objeto a rotar como
uno de los elementos fundamentales para el empleo de la herramienta Rotacion
(linea 17), el cual merecia ser incorporado a la explicacion del primer paso de la
técnica.

17. Andrés: Esta tiene que ser a’ [sefiala con el lapiz la recta a” (figura 9a)] porque
fue la [recta] rotada. Y ésta tiene que ser a, la otra recta [se refiere al
objeto a rotar, dibujando sobre el papel una recta horizontal (figuras 9b

y 9¢)].
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Figura 6. Identificacion del objeto a rotar (recta a) y el objeto rotado (recta a’)

Para emplear la herramienta Rotacion de GeoGebra, también es necesario indicar
el sentido de la rotacion. Las opciones ofrecidas por el software para hacer esto
son sentido antihorario y sentido horario. Llegado el momento, Andrés senala la
recta a’ con la punta del lapiz, mientras explica con palabras el sentido de la
rotacion que habia asumido: antihorario (linea 21). La tension que refleja Andrés
al final de la linea 21 se convierte en un grito de ayuda puesto que el joven no
tenia plena seguridad de lo hecho. Este llamado fue captado por uno de los
profesores (profesor 2), quién trata de brindar confianza al alumno, sintonizando
con sus palabras al sefialar el sentido de la rotacion mediante el giro de su mano
derecha sobre la mufieca (linea 22). Al mismo tiempo, otro de los profesores
(profesor 1) sintoniza con ellos dos, acompafiando la labor con la frase “en
sentido antihorario” (linea 23).

21. Andrés:  Esta [sefiala con el lapiz la recta a (figura 10)] la roté de manera
antihorario [se refiere al sentido de la rotacién]. No sé¢ cual... [se
presenta una duda en Andrés].

Figura 7. Sefialamiento de la recta a

22. Profesor 2: Asi [sefala el sentido de la rotacion mediante el giro de su mano de
derecha (figuras 11ay 11b)].

Figura 8. Sentido de la rotacion de la recta a

23. Profesor 1: En sentido antihorario.
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La discusion sobre el angulo de rotacion comenzé cuando uno de los profesores
(profesor 2) indica con el dedo indice el lugar en donde se localizaba dicho
angulo dentro del dibujo a mano alzada (linea 24). Casi al mismo tiempo, el otro
profesor (profesor 1) le hace una pregunta al alumno referida al valor de la
amplitud del angulo, mientras coloca el dedo indice sobre la abertura que hay
entre las rectas trazadas (lados del angulo) en el cuaderno (linea 26). Al no
recordar este valor, el profesor 1 realiz6 una estimacion del mismo basado en su
percepcion visual sobre el dibujo en el papel (linea 28).

24. Profesor 2: Aqui estéd el angulo [sefiala con su dedo indice la localizacion del
angulo en el dibujo (figura 12)].

Figura 9. Senalamiento del angulo en el dibujo

26. Profesor 1: ;Con qué angulo lo rotaste?, ;te acuerdas? [sefiala la abertura del
angulo con su dedo indice (figura 13)].

27. Andrés: No.

28. Profesor I: Por el dibujo que tenemos aqui [refiriéndose al dibujado en el
papel] debe tener como unos 30°. Habra que verlo en el GeoGebra
[se refiere a medir el &ngulo con una herramienta de GeoGebra].

Figura 10. Sefialamiento de la abertura del angulo

Segundo momento

En otro momento de la discusion, Andrés da cuenta de un nuevo uso de la
rotacion en su construccion (accion 1.6). Senalando con el lapiz la recta b sobre
el papel, el alumno comenta a los profesores su decision de rotar esta recta con
un angulo de 33°, en sentido antihorario (linea 75). El uso coordinado de palabras
y gestos por parte de Andrés en este momento dio lugar a una nueva
conceptualizacion de la nocion de rotacion encarnada en la herramienta, en la
cual el joven toma conciencia de los elementos omitidos por ¢l en el momento
anterior. A pesar de este avance, en la linea 75 se observa que el alumno no
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incluye en su discurso ni el centro de rotacion (elemento necesario para aplicar la
herramienta Rotacion), ni la recta obtenida (la figura homoéloga b'). En este
momento, la explicacion de Andrés tampoco contiene toda la informacion
requerida por la herramienta del software para su adecuado empleo.

75. Andrés: Esta recta que dibujé [sefiala la recta b con su lapiz (figura 14a)], yo
decidi que tuviera un éangulo de 33° [se refiere al angulo de
rotacion] que se movia [usa el lapiz para emular el movimiento de
la recta (figura 14b)], entonces, la roté [se refiere a la recta] a 33°
en sentido antihorario.

Figura 11. Rotacion de la recta b con un dngulo dado

En un intento por aclarar la explicacion de Andrés, uno de los profesores
(profesor 1) interviene para complementar la descripcion del procedimiento del
joven, dibujando en el cuaderno la recta b’ y precisando al alumno que b’ era la
recta homologa producida al rotar la recta vertical b con un angulo de 33° y en
sentido antihorario (linea 76). El modo en que el profesor usa palabras y dibujos
para persuadir a Andrés parecia estar cargado de la informaciéon necesaria y
suficiente para considerar legitima la explicacion de la accion 1.6. Sin embargo,
era evidente que tanto Andrés como este profesor omitieron hablar del centro de
rotacion, omision que quedd en segundo plano después que otro de los profesores
(profesor 2) preguntara al joven por las demas construcciones realizadas (linea
79).

76. Profesor 1:  Aja, y te quedod otra, que es ésta que esta aqui [dibuja la recta b’
sobre el papel (figura 15)], a partir de la vertical con un adngulo de
rotacion de 33° en sentido anti horario.

79. Profesor 2: 'Y luego, ;qué hiciste? [dirige su pregunta a Andrés].
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(b)

Figura 12. Trazado de la recta b’ sobre el papel

Tercer momento
La manera en que Andrés explica a los profesores la construccion de la recta by’
revela cierta sensibilidad del alumno hacia la necesidad de una adecuada
comunicacion de la rotacidon en el caso de la accion 1.8. De alli que el contenido
de la discusion en este nodo semidtico gird en torno a los elementos requeridos
por la herramienta Rotacion para ser empleada. En primera instancia, el joven se
refiere al angulo de rotacidon, aunque de forma implicita, cuando expresa el
procedimiento realizado para representar este objeto en la interfaz del software.
Usando palabras, Andrés comunica su decision de crear un deslizador de tipo
Angulo, llamado @, con valores angulares de 0° como minimo y de 66° como
maximo (linea 82). Con ello, el alumno reconoce tanto la cualidad variable del
angulo de rotacion requerido en este caso, como la potencialidad de la
herramienta Deslizador para modelar el conjunto de valores asociados al a&ngulo.
Luego de la intervencion de Andrés, uno de los profesores (profesor 1) le
pide al joven justificar la elecciéon de los 66° como el valor maximo del
deslizador (linea 83). La respuesta de Andrés se apoyd en la accion 1.6,
particularmente en el angulo de rotacion de 33°. Para producir su respuesta, el
alumno emplea un discurso oral que acompafia con gestos iconicos que se
producen tras sefialar el angulo de rotacion sobre el dibujo en papel, y al realizar
un barrido con el lapiz en senal del movimiento de rotacion aplicado a la recta b
para obtener b’. A partir de esta informacion, Andrés concluye que esa misma
amplitud de 33° debia ser recorrida por la recta b,’ hasta llegar a su posicion final
(linea 84). De esta manera, la coordinacion de palabras, dibujo y gestos permitid
a Andrés dar una respuesta sobre el uso del deslizador para la representacion del
angulo de rotacion que fue legitimada por el profesor al interpretar su explicacion
como una duplicacidn del primer angulo (linea 85).

82. Andreés: Bueno, creé un deslizador de [tipo] 4ngulo de [valor] minimo 0°y
maximo 66°.

83. Profesor 1: ;Por qué 66°? [dirige su pregunta a Andrés].

84. Andreés: Porque si rotamos esta recta [sefala con el lapiz la recta b (figura
16a)] para aca [sefiala con el lapiz la recta b’ (figura 16b)],
entonces, digamos que el mismo movimiento tiene que darlo para

aca [senala con el lapiz el espacio entre b (figura 16c) y por donde
deberia pasar b,” (figura 16d)].
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85. Profesor 1: El doble de 33°.

Figura 13. Explicacion de la decision de considerar un angulo de 66°

Aunque Andrés reconoce el valor del angulo de rotaciéon y su necesaria
representacion a través de un deslizador, al retomar su explicacion de la accion
1.8, ¢l se muestra poco seguro al identificar sobre el papel aquellos elementos
necesarios para emplear la herramienta Rotacion. En su intento, Andrés identifica
el objeto a rotar (la recta b") cuando le sefiala con el lapiz sobre el dibujo, pero no
es capaz de identificar el angulo de rotacion aplicado a este objeto, por lo cual se
queda en silencio por un instante (linea 88). Inmediatamente, uno de los
profesores (profesor 1) interviene para recordarle al joven que el angulo de
rotaciéon es el mismo angulo a que ¢l habia representado por medio del
deslizador (linea 89). El alumno parece tomar conciencia de este hecho al
responder afirmativamente a la intervenciéon del profesor (linea 90). Para
terminar su idea, el profesor dibuja en el papel la recta homdloga, obtenida tras la
rotacion (linea 91).

Figura 14. Senalamiento de la recta b’

88. Andreés: Luego roté esta recta [sefala con el lapiz la recta b’ (figura 17)],
con...

89. Profesor 1: El angulo alfa del deslizador que estaba entre 0° y 66°.
90. Andreés: Si.

91. Profesor 1: Ok. Y te quedo una recta aqui me imagino [dibuja la recta b, * sobre
el papel (figura 18)].
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Figura 15. Trazado de la recta by’

Hasta ese momento, las explicaciones surgidas en torno a la accion 1.8 de la
técnica, acompanadas por una serie de medios semidticos de objetivacion,
parecian satisfacer las necesidades de comprension de los participantes. Sin
embargo, tanto Andrés como los profesores omitieron hablar del centro de
rotacion, otro de los elementos necesarios para emplear la herramienta Rotacion.
La omision de este elemento en la discusion se produce tras hablar sobre los
demds elementos de la rotacién ignorados por Andrés en sus explicaciones,
especialmente sobre el angulo de rotacion. De esta manera, los participantes
pierden el interés en el centro de rotacion como un elemento esencial en la labor
desplegada.

La idea de semicirculo

En cierto momento de la discusion, la labor se orienta al reconocimiento del
lugar que ocupa la herramienta Semicircunferencia en el desarrollo de la técnica
de construccidn del semicirculo (lineas 38 a la 43). Todo comienza cuando los
profesores detectan que Andrés no vincula la explicacion de las acciones 1.1 a la
1.8 con la construccion del semicirculo durante su discurso, esto es, que el
alumno no hizo explicito en su discurso que la ejecuciéon de las diferentes
acciones le llevaria a construir el semicirculo en el software.

Ante la evidente falta de conexion con la técnica, los profesores llevan a
cabo una reflexion sobre las condiciones para el empleo de la herramienta
Semicircunferencia, que luego contrastan con las acciones de Andrés hasta ese
momento. La intencién con ello era hacer consciente al joven de que todo lo
discutido hasta ese momento no aportaba la informacién necesaria para emplear
la herramienta en cuestion. En sus reflexiones, los profesores elaboran un
discurso en torno a la conceptualizacion del objeto encarnado en la herramienta,
combinando palabras, gestos y dibujos de manera sincronizada.

38. Profesor 1: Entonces, fijense en una cosa, para dibujar la semicircunferencia,
(qué se necesita conocer? [dirige la pregunta a Andrés].

39. Andrés: Los extremos.

40. Profesor 1: Ok. [Y cudles son los extremos? Me imagino que aqui [en el
dibujo] son este punto y este punto [dibuja dos puntos en el papel
(figura 19)]. No tienes ninguno de los dos [dirigiéndose a Andrés].

41. Andreés: [mueve la cabeza en sefial de haber admitido lo dicho por el
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profesor].

42. Profesor 1: Los debes determinar [se refiere a los extremos de la
semicircunferencia]. Si tuviera estos extremos, usando la
herramienta Semicircunferencia, los selecciono y determino la
figura. No necesito nada mas. Entonces, fijate en todo lo que has
explicado y aun no tienes un extremo, solo tienes el centro de la
semicircunferencia.

43. Profesor 2: Habra que ver como usaste el centro para luego determinar esos
puntos [se refiere a los extremos del semicirculo]. ;Qué hiciste
luego?

Figura 16. Trazado de los extremos del semicirculo

Luego de esta situacion, los datos muestran que Andrés fue capaz de explicar a
los profesores el modo de determinar los puntos extremos, poniendo de
manifiesto cierto nivel de conciencia respecto al semicirculo y su contorno en ese
momento. En la linea 97 se observa que Andrés hace referencia al trazado de la
recta m (accion 1.9) sobre la cual se localizan los extremos del semicirculo, esto
por medio de un discurso oral que acompaina con un uso muy particular del
dibujo en papel. Andrés se refiere a m como una recta perpendicular a b,’ que
pasa por B, pero en sus palabras sustituye la recta de referencia en la relacion
(recta b,") por una sefia realizada con la punta del lapiz, coordinada con la
palabra “esta”.

La novedad de este modo de usar el dibujo radica en que Andrés no recurre a
la marca en grafito de la recta m sobre el dibujo para darse a entender. En su
lugar, el alumno reemplaza el trazado de b,’ por un ligero movimiento del lapiz
sobre aquella zona en donde la recta deberia ser dibujada. Este mismo uso
coordinado de palabras y sefias por sobre el dibujo se mantiene presente en la
explicacion, cuando Andrés se refiere tanto a la circunferencia e (accion 1.10)
como a los puntos C y D (accion 1.11) que son los extremos del semicirculo
(linea 99).

97. Andreés: Ya de esta recta [sefiala con el 1apiz la recta b,’ (figura 20a)], fue
que yo trace una perpendicular a esa [b,’] que pasa por B [sefiala
con el lapiz la recta (figuras 20b y 20c). Y de alli determiné...
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Figura 17. Explicacion de la recta que contiene a los extremos
98. Profesor 2:  Los extremos...
99. Andreés: Dibujé¢ la circunferencia y determiné los extremos del semicirculo.

100. Profesor 2:  Ya. Con esta recta [se refiere a b,’] (figura 21a) culmina la
simulacion del movimiento [usa su dedo indice para sefalar la
recta y mueve la mano de derecha a izquierda para indicar el
movimiento] (figuras 21by 21c¢).

_— <R

Figura 18. Representacion del movimiento de b,’ con la mano del profesor 2

Pese a ello, los profesores insisten en integrar las trazas de la rectamy los
puntos C y D a la labor en la que se comunican las acciones 1.10 y 1.11, para lo
cual invitan al alumno a que participe con ellos en una recapitulacion de estas
acciones (lineas 110 a la 106). Los profesores aprovechan el momento para
pedirle a Andrés que dibuje con el lapiz los elementos antes mencionados,
dejando entrever su preferencia por el dibujo geométrico como recurso semiotico
que puede dar legitimidad al modo de comunicar una técnica.

101. Profesor 1:  jClaro! Porque del movimiento de esta recta [se refiere a b_2']
depende del movimiento del semicirculo. Y el trabajo termina
ahi. Luego viene el contorno del semicirculo. ;Cémo se dibujo
este contorno? Determinando los dos extremos [de la
semicircunferencial]. ;Coémo se determinaron estos dos
extremos? [dirige su pregunta a Andrés].

102. Andrés: Trazando una perpendicular.
103. Profesor 1:  Trazando una recta perpendicular a la [recta] b,'.
104. Profesor 2: ~ Que pase por B. jDibujala! [dirigiéndose a Andrés (figura 22)].

106. Andrés: Dibujé una circunferencia centrada en B y con un radio
determinado [traza la circunferencia sobre el dibujo] (figura 23a)
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y, luego, corté la recta perpendicular con la circunferencia para
que me dieran los dos extremos de semicirculo [marca los puntos

sobre el papel] (figuras 23b y 23c).

by,

Figura 19. Trazado de la recta perpendicular

Figura 20. Determinacion de los extremos del semicirculo

76

Para dar continuidad a la explicacion, uno de los profesores (profesor 2) le pide a
Andrés que informe sobre lo hecho luego de haber determinado los extremos del
semicirculo (linea 107). La respuesta del alumno puso de manifiesto una falta de
conciencia sobre el paso 2 de la técnica, al omitir el empleo de la herramienta
Semicirculo luego de ser hallados los puntos C'y D (linea 108). Las lineas 109 a
la 115 muestran el modo en que los profesores intervienen en la discusion para
hacer al joven replantearse su explicacion, reconociendo la aplicacion de la
herramienta a partir de los extremos del semicirculo. Esta discusion tiene lugar
mediante palabras vinculadas con algunas sefias sobre el dibujo.

107. Profesor 2:
108. Andrés:

109. Profesor 2:
110. Profesor I:

111. Andrés:
112. Profesor 2:
113. Profesor I:

114. Andrés:
115. Profesor 2:
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Y luego, ;qué hiciste? [dirige la pregunta a Andrés].
Le di opacidad.
(Opacidad?

No, todavia no. No puedes darle opacidad porque no tienes nada
a que darle opacidad. ;A qué te refieres? ;A la circunferencia?
[dirige la pregunta a Andrés].

No. Ahi utilice la herramienta Semicircunferencia.
jExacto! Ahi termina.

Creaste, construiste la semicircunferencia. Y luego le diste
opacidad.

Luego le di opacidad [a la semicircunferencial.

Y alli termina la primera tarea de construccion.
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DISCUSION Y CONCLUSIONES

En esta investigacion nos hemos apoyado en una perspectiva historico-cultural
del aprendizaje matematico para dar cuenta de los procesos de objetivacion
alrededor de determinados saberes geométricos que son movilizados por un
alumno y dos profesores de matematicas durante la labor de comunicar una
técnica de construccion con GeoGebra. Mediante un analisis multi-semioético,
hemos podido identificar algunos nodos semidticos que nos aportan informacion
sobre ciertos hallazgos de los procesos de objetivacion del saber geométrico
ocurridos en experiencias de ESG. Estos hallazgos tienen que ver con la
actividad semidtica desplegada, la actuacién de los profesores durante la labor
conjunta y las dificultades surgidas a lo largo de ésta.

La actividad semiotica desplegada
Los resultados han puesto de manifiesto la variedad de signos (palabras, gestos,
dibujos) y artefactos (lapiz, papel) que componen los diferentes nodos semioticos
desplegados en la labor de comprension de una técnica de construccion. Con
respecto a los gestos y dibujos, encontramos que estos recursos han cumplido
una funcion mediadora destacada en los procesos de objetivacion, en tanto fueron
producidos de manera sincronizada con el discurso oral para revelar las
conceptualidades geométricas implicitas en las herramientas de construccion de
GeoGebra usadas por el alumno. Por ejemplo, en los primeros tres nodos
semidticos se observa que el alumno toma conciencia de la idea de rotacion
encarnada en la herramienta Rotacion de un modo progresivo. Para ello, fue
necesario en cada momento desplegar una actividad semiotica compuesta de un
repertorio de signos (palabras, gestos y dibujos) y de maneras de combinar estos
signos para hacer que Andrés reconociera al objeto a rotar y al angulo de rotacion
como dos elementos caracteristicos de toda rotacion en el plano, manteniendo asi
cierta uniformidad en el modo de comunicar las primeras acciones de la técnica.
El conjunto de signos y sus relaciones en cada momento de la discusion es un
ejemplo de lo que Arzarello (2006) denomina paquete semidtico (semiotic
bundle).

En el marco de la actividad semiotica desplegada en los nodos semioticos,
los gestos fueron empleados por Andrés y los profesores, tanto para sefialar o
indicar los objetos geométricos sobre el dibujo como para recrear ciertos
movimientos relacionados con la rotacion. Particularmente, estos individuos
usaron sus manos (acompanadas con el 1apiz o no) para localizar puntos, rectas,
curvas o angulos sobre el dibujo a mano alzada, y también para emular el
movimiento de alguna recta a la que se habria aplicado una rotacion. Estos tipos
de gestos usados por Andrés y los profesores con el fin de comunicar los pasos y
acciones de la técnica estan en correspondencia con algunas de las categorias de
gestos teorizadas por McNeill (1992), especificamente con los gestos de tipo
iconico y deictico.
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Siguiendo a este autor, podemos concluir que la dimension iconica de la
labor conjunta desplegada estuvo presente, ya que para Andrés y los profesores
algunos gestos se parecian visualmente a las entidades que éstos pretendian
describir. En concreto, destaca una escena del segundo nodo semiotico en la cual
el profesor 2 realiza un movimiento de su mano sobre el dibujo en alusion al giro
de la recta b” en la accion 1.8. Otra dimension identificada es la deictica, referida
a la forma en que los sujetos indicaban un objeto geométrico especifico (o alguno
de sus aspectos caracteristicos) representado en el espacio del papel. Ambas
dimensiones han sido reportadas en los estudios de Gémez (2013) y Pantano
(2014), aunque con diferentes denominaciones. En el caso de Goémez, €l los
engloba en una categoria llamada signos kinestésicos. Por su parte, Pantano es
mas especifico al referirse a ellos como sefialamientos con el dedo o un lapiz.

Los dibujos también fueron recurrentes durante la comunicacion de la
técnica, aunque no hayan sido usados tan naturalmente por el alumno como
ocurrié con los gestos. Como consta en el segundo nodo, ocasionalmente los
profesores pedian aclaraciones al alumno a través de dibujos con el fin de
encaminar la discusion hacia la comprension de objetos geométricos evocados.
La insistencia de los profesores en el uso de dibujos en papel durante la labor
conjunta es un reflejo de la importancia que ellos otorgan al dibujo geométrico
como un medio para alcanzar la legitimidad en la explicacion de las acciones de
una técnica de construccion. Segiin Laborde (1997), la interpretacion de dibujos
en geometria es una practica que favorece el reconocimiento de propiedades
espaciales asociadas a las propiedades geométricas del objeto que el dibujo
intenta modelar. En nuestra investigacion, encontramos que los profesores
hicieron grandes esfuerzos por dirigir la discusion hacia puntos de encuentro
entre lo visual y lo tedrico, procurando que cada trazo que compone al dibujo
llegara a significar alguna cualidad de la rotacion o del semicirculo. Sin embargo,
es importante sefialar que tanto el dibujo a mano alzada como su interpretacion
se vieron afectados por la conceptualizacion encarnada en las herramientas de
construccion que fueron empleadas por el alumno.

La actuacion de los profesores

Los resultados del primer momento muestran que la actuacion de los profesores
durante la comunicacion de la técnica tuvo una implicacion importante en el
aprendizaje de la idea de rotacion. En el caso del profesor 1, él coincide o
sintoniza con los medios semidticos empleados por Andrés (palabras y dibujos) y
los utiliza para hacer que el joven tome conciencia de la idea de rotacion detras
de la herramienta empleada. Especificamente, este profesor recurre al dibujo del
alumno y lo usa de manera coordinada con una explicacion verbal para hacer que
Andrés reconozca el objeto a rotar como uno de los elementos caracteristicos de
la rotacidon vista como objeto geométrico. Por su parte, el profesor 2 también
sintoniza con los medios semioticos del alumno, pero lo hace de un modo
distinto a su colega. En algunas intervenciones de Andrés observamos que este
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profesor complementa los significados del alumno con ciertos gestos y sefias que
amplian el paquete semidtico emergente.

Debido a que ambas formas de coincidir o sintonizar con los medios
semioticos de objetivacion de Andrés favorecieron la toma de conciencia de la
geometria puesta en juego, podemos concluir que la actuacion de estos
profesores fue una estrategia util para lograr que el alumno se haya apropiado de
parte de la conceptualidad detras de la herramienta Rotacion. Arzarello, Paola,
Robutti y Sabena (2009) se refieren a este tipo de estrategia como juego
semiotico del profesor. Ademas, la forma en que los profesores y el alumno
interaccionan refleja el modo ético en que ellos trabajan juntos, hombro con
hombro hacia la instanciacion del saber geométrico, muy a pesar de sus
diferencias cognitivas, emocionales y de otra indole. En la TO, esta interaccion
recibe el nombre de fogethering (Radford y Roth, 2011), una categoria analitica
que tiene como objetivo dar cuenta de la mediacion entre profesores, alumnos,
signos y artefactos durante el despliegue de la labor. Togethering es el resultado
de una forma conjunta de compromiso ético, de un acuerdo colectivo de la
actividad, motivada y basada en la confianza y responsabilidad.

Las dificultades surgidas en la labor

A pesar de que Andrés logra tomar conciencia de las ideas de rotacion y
semicirculo durante la labor conjunta, podemos concluir que el reconocimiento
de la conceptualidad que portan las herramientas de GeoGebra empleadas por el
alumno no fue un asunto facil de conseguir por varias razones. En primer lugar,
durante el segundo y tercer momento, notamos que cierta informacion
caracteristica de la rotacion como objeto geométrico es omitida de manera
recurrente. A medida que avanza en su explicacion, el alumno integra
progresivamente cierta informacion de las rotaciones realizadas que habian sido
omitidas por ¢l en momentos anteriores, mientras deja en el camino otros datos
que también se corresponden con la conceptualidad encarnada en la herramienta
Rotacion. Al no ser identificadas a tiempo, estas omisiones conducen a
imprecisiones en el aprendizaje geométrico por parte de Andrés.

Las dificultades de comprension reportadas en el ultimo nodo semidtico
estan relacionadas con una falta de conexion entre las distintas acciones
realizadas por Andrés como parte del paso 1 de la técnica. En particular, notamos
que al principio de la discusion el alumno no tuvo conciencia de los vinculos
entre las primeras acciones de la técnica (1.1 hasta la 1.8) con las restantes,
dentro de un sistema de acciones mas general, determinado por los pasos de
construccion del semicirculo. La deteccion de este problema por los profesores
permiti6 desplegar acciones encaminadas a que Andrés fuera consciente del
hecho y reorganizara su explicacion en funcion de los pasos de la técnica. De
esta labor, destacan las capacidades del alumno para explicar el modo en que
determind los extremos del semicirculo, lo que revela cierta conciencia de la idea
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de semicirculo y de su contorno tal como es incrustada en la herramienta
correspondiente.

Aunque los resultados de esta investigacion representan un avance en la
comprension del aprendizaje producido en el seno de la ESG, el haber analizado
una labor conjunta particular orientada hacia comprender una técnica de
construccion no garantiza el reconocimiento profundo de este fendomeno, por lo
cual vemos necesario realizar otros estudios centrados en los procesos de
objetivacion que ocurren durante la ESG, de manera que los resultados obtenidos
contribuyan a que nuestros profesores mejores sus condiciones de gestion de la
actividad.
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