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La comprension del conocimiento matematico constituye un objeto de
investigacion de interés creciente en educacion matemdtica. No obstan-
te, su elevada complejidad hace que los avances mds recientes aun re-
sulten insuficientes y reclama la necesidad de ir adoptando enfoques
mds operativos y menos preocupados por el estudio directo de sus as-
pectos internos. En tal sentido, se presentan aqui las bases de una
aproximacion centrada en los efectos observables de la comprension,
que utiliza el anadlisis de comportamientos y respuestas adaptadas a si-
tuaciones expresamente planificadas derivadas del andlisis fenomeno-
epistemologico del conocimiento matemdtico. La operatividad de la pro-
puesta se ilustra con el estudio realizado sobre el algoritmo estandar es-
crito para la multiplicacion de numeros naturales.
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Understanding mathematics has recently became a research topic of in-
creasing interest in mathematics education. However, its high complex-
ity makes to be insufficient the most recent advances and demands to be
adopted more operative and less interested about its internal properties
approaches. Therefore, the principles of an approach based on the ob-
servable effects of understanding mathematics are exposed here, one of
which refers to the individual behaviours and answers analysis when
facing to specifically prepared situations derived from the phenomenon-
epistemological analysis of concrete mathematical knowledge. The
operativity of the proposal is also illustrated with some examples related
to a study we have carried out on understanding the written standard al-
gorithm for the multiplication of natural numbers.
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En los tltimos afios se ha venido incrementando el interés por desarrollar una en-
seflanza de la matematica que favorezca la comprension. Algunos autores
(Hiebert, Carpenter, Fennema, Fuson, Wearne, Murray, et al., 1997) asumen, in-
cluso, que la comprension deberia ser el objetivo fundamental de la Educacion
Matematica, lo que ha dado lugar a programas de ensefianza experimentales
(Carpenter, Fennema, Fuson, Hiebert, Human, Murray, et al., 1999) y proyectos
curriculares orientados a garantizar un aprendizaje comprensivo (Goiii, 2000).

La preocupacion por la comprension alcanza también a la investigacion en
didactica de la matematica, influyendo en su contenido y desarrollo (Hiebert y
Carpenter, 1992) asi como en el interés y orientacion de algunos autores
(Koyama, 1993; Sierpinska, 1994; Pirie y Kieren, 1994; Romero, 2000; Godino,
2000). En la actualidad, el caracter multidimensional de la comprension sigue
provocando que su estudio resulte una tarea altamente compleja y un condicio-
nante para los distintos trabajos en curso.

A pesar de las dificultades, venimos trabajando sobre una aproximacion indi-
recta, menos teoérica que las existentes, integradora, basada en la observacion
cuidadosa de comportamientos relevantes ante situaciones especialmente prepa-
radas y que busca la operatividad entendida como capacidad para proporcionar
categorias, tareas, medios e instrumentos validos y fiables para la observacion y
el diagnéstico. De dicha aproximacion se exponen en el presente documento los
principales supuestos tedricos y metodoldgicos que la fundamentan y unas breves
indicaciones sobre los resultados del estudio que hemos realizado en esta linea en
torno a la comprension del algoritmo estandar escrito para la multiplicacién de
numeros naturales (Gallardo, 2004).

FUNDAMENTOS TEORICOS Y METODOLOGICOS

Centramos la atencion en los efectos sobre la capacidad de respuesta adaptativa
especifica de los sujetos asi como en los medios e instrumentos necesarios para
observar dichas respuestas. En consecuencia:

Decimos que un sujeto manifiesta una cierta comprension en relacion
con un objeto concreto (conocimiento) cuando elabora y emite a su sa-
tisfaccion una respuesta adaptada, centrada en dicho objeto, ante una
situacion de desequilibrio cognitivo que decide voluntariamente abor-
dar.

Para ello, el sujeto tendrd que analizar la situacidn, valorar la informacion dispo-
nible, determinar la conveniencia de intervenir y actuar en consecuencia fabri-
cando una respuesta, valorar la intervencion en términos de efectividad y adecua-
cién de la misma a la situacion de interaccion vivida y decidir finalizar la
intervencion o continuarla retomando algunos pasos del proceso. Es, en este sen-
tido, en el que decimos que:
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Comprender es sinonimo de responder o de elaborar y emitir una res-
puesta adaptada. Si un sujeto emite una respuesta adaptada, podemos
decir que comprende en los términos de la situacion o del problema
propuesto. Alternativamente, si el individuo no responde o la respuesta
no es adaptada, no podremos afirmar nada sobre la situacion de su
comprension por desconocer los verdaderos motivos de ese proceder.

Por otra parte, suele haber una variedad de respuestas adaptadas, mas o menos
completas o evolucionadas, a una situacion. En otras palabras:

Lo que un individuo utiliza y como lo utiliza para elaborar y emitir vo-
luntariamente una respuesta adaptada a una situacion, proporciona in-
Jformacion especifica sobre lo que comprende y como lo comprende.

Configuracion de la Estrategia

Dado que en la comprension intervienen ideas y constructos inobservables, es
necesario emplear una estrategia de acercamiento indirecto (estrategia empirica).
Asimismo, por tratarse de un fendmeno cognitivo y educativo complejo, es con-
veniente contar con un cierto apoyo del analisis didactico (Gonzalez, 1998) y, en
particular, del andlisis de la epistemologia y fenomenologia del conocimiento
matematico y de sus multiples relaciones (estrategia teérica). El medio general
que se emplea en el modelo coincide con el que proponen Duffin y Simpson
(1997), es decir, la interpretacion de comportamientos observables provocados
ante situaciones problematicas. La finalidad inmediata es encontrar respuestas a
las siguientes preguntas: jes posible asegurar que un sujeto tiene una cierta com-
prension de un conocimiento matematico concreto?; jhasta donde comprende un
individuo?; ;de qué tipo y cual es la calidad de dicha comprension?; ;cuando (en
qué condiciones) y como se puede averiguar esto con ciertas garantias? La finali-
dad a largo plazo es la de clarificar en lo posible la comprension matematica para
orientar adecuadamente los procesos de ensefianza-aprendizaje. No se hacen pos-
tulaciones sobre aspectos no observables sino solo sobre relaciones entre com-
portamientos y conocimientos concretos y fenomenos que les dan sentido, enten-
diendo estos fenomenos como medios privilegiados en los que interactuan el
sujeto y el objeto de conocimiento.

El método especifico, a diferencia de los que proponen los autores mencio-
nados, sigue el siguiente proceso: (a) analisis didactico del conocimiento en cues-
tion; (b) delimitacion lo mas precisa posible de las estructuras epistemologica y
fenomenologica de dicho conocimiento; (c) elaboracion a partir de ellas de una
clasificacién para las situaciones vinculadas al conocimiento matematico; (d)
conversion operativa de dicha clasificacion: andlisis sistemdtico y definicion cla-
ra y precisa de las acciones interpretables de los sujetos; delimitacion, categori-
zacidon y enumeracion de las respuestas posibles y de los criterios de valoracion;
construccion de un modelo centrado en las referencias y categorias que ha de uti-
lizar el observador para interpretar los comportamientos; (e) construccion de los
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instrumentos de observacidn (tareas, pruebas, situaciones y protocolos); (f) ob-
tencion de datos, categorizacion y valoracion de respuestas y conformacion de
perfiles de comprension; y (g) analisis de resultados en funcion del problema es-
pecifico (estudio muestral, comparacion, estudio causal, longitudinal, etc.).

Entre las caracteristicas de la aproximacion planteada destacan la de ser ope-
rativa, indirecta, epistemologica y fenomenologica, positiva, provisional, limita-
da, abierta, integradora y objetiva.

El Problema de la Determinacién y Clasificacion de Situaciones
De acuerdo con la aproximacion propuesta, la valoracion requiere de un analisis
situacional que se inicia con una busqueda de aquellas situaciones en las que tie-
ne sentido el empleo del conocimiento matematico considerado, para lo que se
aconseja la realizacion de una labor de categorizacion y seleccion de situaciones
que organice, simplifique y haga més manejable el conjunto situacional asociado.
Precisamente, la consideracion de las estructuras epistemoldgica y fenome-
nologica constitutivas del conocimiento en estudio, que surgen del correspon-
diente analisis fenomeno-epistemologico, nos permite establecer unas dimensio-
nes o categorias de situaciones utilizables desde un punto de vista practico para el
diagnostico y evaluacion de la comprension. La comprension se valorara enton-
ces en términos de capacidad de enfrentar con éxito situaciones pertenecientes a
las distintas categorias surgidas del cruce de tales estructuras. Se trata, en defini-
tiva, de garantizar un cierto grado de suficiencia y representatividad en la mues-
tra de tareas, lo que se consigue mediante las fuentes consultadas para el analisis
epistemologico y fenomenologico, entre otras:
¢ Estudios, trabajos e investigaciones en Educacion Matematica relacionados
con la ensefianza-aprendizaje del conocimiento matematico en estudio.
¢ Libros de texto y obras de divulgacion matematica.
¢ Conocimiento de los especialistas en Matematicas y en Didactica de la Ma-
tematica.

COMPRENSION DEL ALGORITMO ESTANDAR ESCRITO PARA
LA MULTIPLICACION DE NUMEROS NATURALES

Los planteamientos tedricos expuestos en el apartado anterior exigen una primera
confrontacion empirica con la que mostrar la verdadera potencialidad operativa
de la aproximacion adoptada. En este apartado presentamos, a modo de ejemplo,
la aplicacion de la misma al caso del algoritmo estandar escrito para la multipli-
cacion de numeros naturales.
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Estructuras Asociadas al Algoritmo

El andlisis epistemologico y fenomenologico del algoritmo constituye el medio
que posibilita la identificacion y delimitacion de las estructuras que se describen
a continuacion:

Estructura Epistemologica

El algoritmo, en su faceta de topico escolar, es considerado un método de célculo
con una sintaxis claramente definida. Su registro escrito, reducido a la clasica y
extendida representacion en columnas, se sustenta en la estructura del sistema de
numeracion decimal posicional, en la descomposicion numérica, en las tablas de
multiplicar y en la propiedad distributiva del producto respecto de la suma (Go-
mez, 1999), siendo ésta la base de conocimientos previos que lo conforman. Es-
tos conocimientos constitutivos se muestran relacionados entre si, pudiéndose
establecer tres grupos de relaciones claramente diferenciados:

Relaciones externas a nivel técnico (grupo 1). Son las relaciones usuales entre
los elementos basicos del algoritmo que hacen posible recorrer la secuencia pro-
cedimental establecida en el sentido apropiado.

Relaciones externas a nivel analitico (grupo 2). Son aquellas relaciones externas
no incluidas en el grupo 1. Por ejemplo, relaciones no-usuales como: el nimero
total de resultados parciales depende del numero de cifras del multiplicador,
mientras que el nimero de cifras de éstos (su extension o tamafio) depende del de
las cifras del multiplicando o el producto de una de las cifras del multiplicador
por una de las del multiplicando, ademas de un resultado, proporciona informa-
cion acerca de la posicion relativa que ha de ocupar entre el resto de cifras que
configuran el espacio de resultados parciales.

Relaciones internas a nivel formal (grupo 3). Son las relaciones que sustentan y
validan el mecanismo subyacente al algoritmo, entre ellas las derivadas de las
propiedades del sistema de numeracion decimal posicional.

Estructura Fenomenologica

Es especifica del algoritmo en cuanto que las situaciones consideradas son las
propias del conjunto situacional asociado. Asimismo, resulta oportuno limitar es-
te conjunto al constituido por las situaciones directamente vinculadas con el al-
goritmo, de forma que el resto de situaciones, sin conexion alguna o bien rela-
cionadas indirectamente a través de otros conocimientos matematicos, no son
contempladas en este nivel de analisis. Esta decision nos permite reducir conside-
rablemente la extension del conjunto situacional, proporcionando una mayor ga-
rantia operativa. Otro aspecto tiene que ver con que algunas situaciones exigen
un uso obligado del algoritmo, no siendo resolubles a menos que se aplique de
algin modo este método de calculo. En otras, en cambio, el algoritmo no es mas
que una alternativa de resolucion, existiendo otros conocimientos matematicos
cuyo uso también conduce a la solucién.
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Extension al Plano Cognitivo: Facetas de Comprension del Algoritmo

La organizacién obtenida del conjunto situacional del algoritmo, de origen exclu-
sivamente fendmeno-epistemoldgico, llega a ser relevante a nivel cognitivo por
cuanto posibilita la caracterizacion en los sujetos de diversas facetas de compren-
sion vinculadas a las distintas categorias situacionales establecidas. Con ella lle-
gamos a identificar los siguientes ambitos de comprension:

Comprension Técnica, Analitica y Formal
Desde un punto de vista epistemologico, se identifican tres categorias situaciona-
les que permiten establecer diferencias en la comprension del algoritmo:

1. Categoria Técnica. Reune a aquellas situaciones donde el algoritmo se emplea
de forma mecéanica o rutinaria como un instrumento de calculo. La comprension
exigida para solventarlas se limita al establecimiento de relaciones propias del
grupo 1. Dentro del uso técnico se identifican a su vez tres aspectos distintos in-
terpretables en términos de comprension: reconocimiento, destreza € indepen-
dencia a la disposicion de factores. La Figura 1 muestra un ejemplo de la rele-
vancia de este ultimo aspecto caracteristico de la comprension técnica del
algoritmo.

6 6
x 251 x_ 251
30 6 30 6
[ 1 2
150 g 150 g
Guillermina (1° Bach.) Raul (3° ESO)

Figura 1. Categoria técnica (ejemplo)

2. Categoria Analitica. Constituida por las situaciones que requieren para su re-
solucion el analisis de la estructura y el funcionamiento externos del algoritmo,
lo que conlleva el empleo premeditado de relaciones propias del grupo 2. La Fi-
gura 2 recoge un ejemplo de las diferencias que pueden llegar a establecerse en la
faceta de comprension analitica del algoritmo a través de una situacion de esta
categoria.

Esteban (1° Bachillerato).- [...] y co-

Encuentra las cifras que completan la multiplicacion: , , .
mo para que te dé aqui 9 al final, tie-

L EE) nes que sumar aqui 4, pues multipli-
37 cando he probado el 3. 7 por 3 son
@3 5 21 mas 3, 24 y entonces te sale [tras-

2@ 5 ciende al orden estindar de la se-

cuencia algoritmica. Indicio de uso

analitico].




Una Aproximacion Operativa... 27

Cristian (5° Primaria).- Pues es que
no me da. Con el unico 7 que puedo
Encuentra las cifras que completan la multiplicacion multiplicar es el 7 por 5 que es 35, lo
pongo aqui el 5. Aqui tiene que ser

@@ un 4y un 5 para dar un 9.
x 617 Y si hago 7 por 5, 35, me llevo 3y 7
22 3 porl, 7,8 9y 10.. 0y )5 pues ya es

que no puedo. [...] No consigo que
0095 me dé 9 [no fija la cifra 4. Dependen-
cia del orden y de las relaciones ex-
ternas usuales].

Figura 2. Categoria analitica (ejemplo)

3. Categoria Formal. Incluye todas las situaciones que demandan del resolutor
un uso explicito de las relaciones del grupo 3. La Figura 3 retine las respuestas de
tres alumnos a una cuestion propia de esta categoria representativas de diferentes
estados de comprension formal del algoritmo.

(Por qué al multiplicar con el algoritmo hay que ir desplazando los productos
parciales un lugar hacia la izquierda, esto es, por qué se deja un “hueco”?

Ausencia de Comprension Formal

Mirella (5° Pri.).- Porque siempre hay que ponerla debajo de la cifra
que estas multiplicando. [...] por eso siempre se deja hueco, porque se
pone debajo de la cifra que se multiplica. [Ningun indicio de uso formal;
permanece en el ambito de las relaciones externas].

Comprension Formal Incipiente

Miguel Angel (3° ESO).- [Utiliza como apoyo visual la multiplicacion
15 x 32, resuelta con el algoritmo]. El espacio ese es como si hubiera un
0 [indicio de uso formal].

Investigador.- ;Y por qué?

M.A..- Ya es mas dificil. ;Por qué? Porque... 0 no vale. [...] 450 sale
de... de sumar asi esta multiplicacion. [Qué no sé! Que no sé lo del 0 ni
lo del espacio de donde viene [ausencia de justificacion].

Comprension Formal Consolidada

Esteban (1° Bach.).- [Como apoyo visual se emplea la multiplicacion
703 x 36 resuelta con el algoritmo ] Porque aqui coges el... ésta es la
multiplicacion de 6 y ésta es la multiplicacion de 30. [...] jClaro!, de 30,
por eso se deja aqui este (. [valor de la posicion]. [...] Y si hubiera cen-
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tenas pues seria otro hueco... [indicio de uso formal/. /[...] O sea, va
multiplicando unidades primero, después decenas y después las centenas
y después las sumas [indicio de uso formal/.

Figura 3. Categoria formal (ejemplos)

Comprension Fundamental y Extendida
La posibilidad de que el algoritmo intervenga en una situacién de forma necesa-
ria o como alternativa entre varios conocimientos matematicos constituye el cri-
terio fenomenologico del que se derivan, respectivamente, dos tipos de situacio-
nes, exclusivas y no-exclusivas. El uso del algoritmo en las primeras permite
caracterizar un primer ambito de comprension (comprension fundamental), que
se amplia con un segundo (comprension extendida) identificado a través del des-
empefio ante situaciones no-exclusivas. Ambas facetas son complementarias por
lo que su consideracion resulta precisa para conformar estados y perfiles de com-
prension entre los sujetos.

En la Figura 4 se muestra un ejemplo de situacion no-exclusiva a la que los
sujetos responden mediante el uso de distintos conocimientos matematicos, uno
de ellos el algoritmo empleado de forma técnica y analitica.

Ejemplo A

Rosa (14 aiios).- Descomponiendo
el numero.

Investigador.- Descomponiendo. ;Y
se te hubiese ocurrido hacerlo

de otro modo?

Ro.- Puede ser pero es que ahora
mismo se me ha ocurrido ese.

L- jEse nada mds?

Ro.- Si, ahora mismo ese. Pero a lo
mejor hay otro modo, claro.

Ejemplo B
Miguel (12 arios).- Pues multipli-
cando.
2. Encuentra dos miimeros naturales, ambos distintos de 1, cuyo producto ] MZ/I Itl p Z ica I’ldO nu meros..
sea 177.
” 1yt 2 1;: Mi.- Naturales. [...] Esta es la que
349 :ﬁ ot mds se acerca.
o A A T SPTo T
14 Mi.- Esta, el 8 por 21. Entonces, 9
por 21...181.

L.- Bueno, ;jqué pasa? ;No das con

o
"‘1~\-’




Una Aproximacion Operativa... 29

el numero?
Mi.- No. 21 por 7... que va, sale
demasiado chico: 147.

Ejemplo C
David (19 arios).- [...] he intentado
hacer al revés. Pues he buscado un
numero que multiplicado por otro
2. Encuentra dos nimeros naturales, ambos distintos de 1, cuyo producto me diera la terminacion en 7 [indi-

walll. . - cio de uso analitico], primero, que
W) /ﬁ%— N . o eso es 3 por 9. Yo sabia que aqui ya
5 *1 tenia un 7, entonces tenia que bus-
— ’l??_( car otro numero que multiplicado

A por 3 me diera 17 o aproximado pa-

ra que sumandole 2 [nueva re-
flexion analitica]... enfonces salia
mejor el 5. Me daba 15y 2, 17.

Figura 4. Ejemplo de situacion no-exclusiva

CONCLUSION

En este documento hemos querido presentar las ideas centrales que configuran el
marco teérico y metodoldgico desde el que proponemos examinar la compren-
sion del conocimiento matematico. Dada la complejidad que encierra dicho fe-
némeno y el estado actual en el que se encuentran los conocimientos relaciona-
dos con él, consideramos mas factible y adecuado aproximarnos a su estudio
desde una perspectiva integradora, que contemple todos los aspectos relevantes
vinculados a la comprension, y al mismo tiempo operativa, con el énfasis puesto
en aquellos aspectos que permiten ser observados por el investigador.

Con objeto de ir aportando datos empiricos en favor de esta aproximacion,
hemos concluido un primer estudio descriptivo en el que, mediante entrevistas
semiestructuradas realizadas sobre cuestionario escrito a muestras reducidas de
alumnos, se han extraido los primeros resultados y conclusiones acerca de la ope-
ratividad real de la propuesta para observar, diagnosticar y valorar la compren-
sion de los sujetos en el caso particular del algoritmo estandar escrito para la
multiplicacion de niimeros naturales.

NOTAS

1. La fase tedrica de aplicacion de la Aproximacion ha sido completada con dos
estudios empiricos exploratorios, uno cuantitativo y otro cualitativo, dirigidos a
contrastar la extension a nivel cognitivo. De ellos se han obtenido las referencias
precisas, en cuanto a instrumentos, respuestas y comportamientos tipo e interpre-
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taciones en términos de comprension, para el desarrollo de un nuevo estudio em-
pirico cualitativo, en el que utilizando la entrevista semiestructurada sobre cues-
tionario escrito, se ha llegado a caracterizar de forma detallada los estados y per-
files de comprension del algoritmo asociados a una muestra de 24 alumnos y
aportar nueva informacién sobre las particularidades de la comprension del algo-
ritmo a partir de los matices y relaciones identificados. Para mas detalles consul-
tese la tesis doctoral de Gallardo (2004).

2. Conviene subrayar que no se considera la preferencia en el uso como criterio
de comprension, sino el reconocimiento de vinculos entre el algoritmo y las si-
tuaciones No-Exclusivas que también le dan sentido. De este modo, entendemos
que un individuo que no reconoce una situacion como susceptible de ser resuelta
con el algoritmo manifiesta, en este caso, una comprension mas limitada respecto
de aquel que si establece el vinculo situacion-algoritmo, todo ello con indepen-
dencia del procedimiento de resolucion que al final decida emplear.
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