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En este trabajo describimos los patrones y la generalizacion que Illevan
a cabo 359 estudiantes de 3°y 4° de Educacion Secundaria Obligatoria
en la resolucion del problema de las baldosas. Prestamos especial aten-
cion a los tipos de patrones identificados, a la forma en que los estu-
diantes expresan la generalizacion y, mediante la descripcion de las es-
trategias inductivas, presentamos algunas caracteristicas de la generali-
zacion referentes a los elementos y a los sistemas de representacion uti-
lizados.
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Patterns, Generalization and Inductive Strategies of Secondary Students
Working on the Tiles Problem

In this paper we explore the patterns and the generalization developed
by 359 students in years 9 and 10 in the resolution of the tiles problem.
We pay special attention to the kinds of patterns identified, to the written
ways in which students express generalization and, using inductive
strategies, we present some characteristics of the generalization relating
to the elements and the representations used.
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Este trabajo forma parte de una investigacion mas amplia cuyo objetivo general
es describir y caracterizar el razonamiento inductivo que emplean estudiantes de
3°y 4° de Educacion Secundaria Obligatoria (ESO). Para ello hemos construido,
como instrumento de recogida de informacion, una prueba escrita conformada
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por seis problemas que pueden ser resueltos utilizando razonamiento inductivo.
La caracteristica matematica comun de los problemas es que se observa un pa-
tron cuya generalizacion se puede expresar mediante progresiones aritméticas de
ordenes 1y 2.

En la primera parte de este articulo presentamos algunos aspectos tedricos y
metodologicos de esta investigacion. En la segunda parte nos centramos en la
parte del analisis de datos realizado sobre las producciones de los estudiantes en
el problema de las baldosas. Este analisis nos lleva a la obtencion de los resulta-
dos y las conclusiones que presentamos en las dos tltimas partes de este articulo.

RAZONAMIENTO INDUCTIVO Y RESOLUCION DE
PROBLEMAS

Consideramos que el razonamiento inductivo es un proceso cognitivo que permi-
te avanzar en el conocimiento mediante la obtencion de mas informacion de la
que aportan los datos iniciales con los que se inicia el proceso. Este tipo de razo-
namiento da lugar al conocimiento cientifico a través del descubrimiento de leyes
generales a partir de la observacion de casos particulares (Neubert y Binko,
1992). Seglin esta concepcion, defendida desde los matematicos clasicos como
Hermite (véase Polya, 1962-1965), Poincaré¢ (1902/1963) o Pdlya (1945/1965,
1962-1965, 1966), hasta asociaciones como la National Council of Teachers of
Mathematics (2003), la induccién es un medio potente para la adquisiciéon de co-
nocimiento, para realizar descubrimientos matematicos y para poner a los alum-
nos en una situacion semejante a la de un matematico en su quehacer cientifico.

Pasos del Razonamiento Inductivo
Polya identifica unos pasos’ en el proceso de razonamiento inductivo, los cuales
permiten la sistematizacion del trabajo relacionado con el mismo. El proceso se
iniciaria con casos particulares, pasaria por la formulacion de una conjetura, y se
llegaria a la comprobacion de la conjetura con nuevos casos particulares. Consi-
deramos estos pasos como una aproximacion a un modelo ideal del razonamiento
inductivo. Con base en este modelo, Cafiadas y Castro (2007) proponen siete pa-
sos para la descripcion de este razonamiento: (a) trabajo con casos particulares,
(b) organizacion de casos particulares, (c) identificacion de un patrén, (d) formu-
lacion de conjetura, (e) justificacion de conjetura (basada en casos particulares),
(f) generalizacion y (g) demostracion.

En este trabajo nos centramos en dos de estos pasos: la identificacion de un
patron y la generalizacion. La importancia de los patrones en el estudio del pro-
ceso de generalizacion que llevan a cabo estudiantes ha sido puesta de manifiesto

1 . . .. . .
Damos el nombre de pasos a los diferentes elementos individuales que se pueden diferenciar
en todo el proceso de razonamiento inductivo
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en diversas investigaciones como las de Fou-Lai y Kai-Lin (2004), Mason (1996)
o Stacey (1989).

El razonamiento se ve relacionado con la resolucion de problemas y con las
representaciones que hacen los sujetos en el proceso de resolucion (Stenning y
Monaghan, 2005). Los problemas relacionados con la busqueda de patrones y las
secuencias numéricas han sido planteados, en ocasiones, en contextos pictoricos
para probar con un formato alternativo a las listas de numeros (Castro, 1995;
Garcia, 1998). Considerando que la componente visual puede jugar un papel cru-
cial en el desarrollo del razonamiento, otras investigaciones como las de Orton,
Orton y Roper (1999) y Radford (2000) muestran que el sistema de representa-
cion grafico es una opcion potente cuando se trata de identificar estrategias utili-
zadas por los estudiantes en tareas relacionadas con la generalizacion lineal. Sin
embargo, la generalizacion no siempre encuentra un aliado en la visualizacion,
como ponen de manifiesto Orton y Orton (1994).

Induccion como Estrategia de Resolucion de Problemas
Las estrategias se pueden considerar como los métodos que conducen a la solu-
cion de problemas de cualquier tipo. Uno de los heuristicos que Polya considera
en la resolucion de problemas es la induccion, que trata de proporcionar regulari-
dad y coherencia a los datos obtenidos a través de la observacion (Pdlya,
1945/1965; 1966).

Desde la Educacion Matematica, las estrategias se definen como las

formas de actuacion o ejecucion de tareas matemdticas, se ejecutan so-
bre representaciones de conceptos y relaciones. Las estrategias operan
dentro de una estructura conceptual y suponen cualquier tipo de proce-
dimiento que pueda ejecutarse, teniendo en cuenta las relaciones y los
conceptos implicados. (Rico, 1997a, p. 31)

Estrategias Inductivas

Para la descripcion de las estrategias, partimos de las progresiones aritméticas
como contenido matematico involucrado en el problema. La descripcion del con-
tenido matematico’, nos lleva a considerar los términos k-ésimos de la progresion
(casos particulares) y el término general de la misma, como elementos implica-
dos en el proceso inductivo; los sistemas de representacion en los que se pueden
expresar éstos; asi como las posibles transformaciones que los estudiantes pue-
den realizar. En este contexto, las estrategias inductivas son un tipo de estrate-
gias que se pueden describir en problemas donde la induccion se puede utilizar
como heuristico (Cafiadas, 2007).

? Hacemos esta descripcion con base en la estructura conceptual y los sistemas de representa-
cion, dos de los organizadores del curriculo de matematicas que considera Rico (1997b) y que
Gomez (2007) utiliza en el analisis de contenido.
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Hay acuerdo en que para pensar y razonar sobre ideas matematicas es nece-
sario hacerse una representacion interna de las mismas. Para comunicar estas
ideas es preciso presentarlas externamente para que sea posible dicha comunica-
cion (Castro, 1995; Hiebert y Carpenter, 1992). En este trabajo nos centramos en
las representaciones externas® que utilizan los estudiantes en la resoluciéon de
problemas.

Nuestro interés se centra en analizar el razonamiento inductivo de los estu-
diantes en la resolucion de problemas, a través del analisis de sus producciones
escritas (representaciones externas). En la Figura 1 recogemos algunas ideas que
permiten ubicar este interés, las principales conexiones establecidas y el modo en
que abordamos el trabajo en el contexto de la resolucion de problemas.

Razonamiento
S A
Heuristicos ! ;
. Estrategias R. Internas
i Inductivas X Representaciones
' }\{ Externas
Lo \
\
RESOLUCION DE PROBLEMAS \

Analisis del razonamiento
inductivo a través de las re-
presentaciones externas uti-
lizadas en la resolucion de
problemas

Figura 1. Induccion y resolucion de problemas

MARCO METODOLOGICO

Sujetos y Prueba

En la investigacion participaron 359 estudiantes de 3° y 4° de ESO, seleccionados
intencionalmente, de cuatro centros publicos de Cullar-Vega, Granada, Madrid y
Teruel.

* Entendemos que las “representaciones externas son los enunciados en el lenguaje natural, las
formulas algebraicas, las graficas, las figuras geomeétricas, entre otras muchas, son el medio por
el cual los individuos exteriorizan sus imagenes y representaciones mentales haciéndolas acce-
sibles a los demas” (Rico, 1997b, p. 101).
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La prueba se aplica en el centro educativo y en las aulas habituales de los es-
tudiantes, en una de sus horas lectivas de matematicas. Los alumnos debian tra-
bajar individualmente en los problemas que constituyen la prueba, sin interaccion
alguna.

Problema de las Baldosas
El enunciado del problema de las baldosas presentado a los estudiantes es:

Imagina que tienes unas baldosas cuadradas blancas y otras baldosas
cuadradas grises. Las baldosas blancas y las baldosas grises son del
mismo tamario. Hacemos una fila con las baldosas blancas:

LIITT]
Rodeamos las baldosas blancas con baldosas grises, tal y como muestra
el dibujo:

- ¢Cuantas baldosas grises necesitarias si tuvieras 1320 baldosas blan-
cas y quisieras rodearlas de la forma que lo hemos hecho en el dibujo?

- Justifica tu respuesta.

Informaciéon Recogida

La informacion obtenida sobre el trabajo que realizan los estudiantes son las pro-
ducciones escritas de éstos, asi como las anotaciones que tomo la investigadora
en el aula durante la realizacion de la prueba.

ANALISIS DE DATOS

En este articulo nos centramos en parte del analisis de las variables consideradas
dependientes en esta investigacion: pasos de razonamiento inductivo (pasos),
respuesta y estrategias inductivas. Se trata de variables cualitativas nominales.

Pasos: Patrones y Generalizacion

Pasos es una variable multidimensional cuyos valores son los pasos del modelo
teorico de razonamiento inductivo. Cada uno de esos pasos es una variable dico-
tomica, con los valores 1 y 0, seglin si un estudiante realiza o no el paso.

Nos centramos en el patron identificado y en la generalizacion. Llevamos a
cabo un analisis cuantitativo de datos basado en las frecuencias de realizacion de
los pasos. En el caso de los patrones, identificamos los tipos de patrones que de-
tectan los estudiantes y si éstos son o no adecuados para el problema de las bal-
dosas.

Para analizar la posible relacion entre la identificacion de patrones y la gene-
ralizacion, realizamos un analisis de (in)dependencia estadistica basada en la chi-
cuadrado. En este analisis tuvimos en cuenta sélo a los estudiantes que respon-
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dieron al problema (307) y analizamos las respuestas nulas por separado, ya que
otra consideracion podia descompensar los resultados.

Estrategias Inductivas

Los valores de la variable estrategia inductiva en el problema de las baldosas son
todas las estrategias inductivas identificadas en las producciones de los estudian-
tes. A cada estudiante le corresponde una unica estrategia inductiva en el pro-
blema considerado. Seguimos el procedimiento descrito por Caiadas y Castro
(2006) para identificar las estrategias inductivas que emplean los estudiantes. Es-
te procedimiento tiene en cuenta los elementos de las progresiones que los estu-
diantes utilizan en la resolucion del problema y las transformaciones entre los
sistemas de representacion que llevan a cabo. Cada estrategia inductiva queda
determinada por una secuencia de transformaciones.

Considerando los tres posibles tipos de transformaciones entre los términos
k-ésimos y el término general como elementos involucrados: (a) en el mismo sis-
tema de representacion de un mismo elemento, (b) entre diferentes representa-
ciones de un mismo elemento y (c) entre representaciones de diferentes elemen-
tos. En la Tabla 1 recogemos todas las posibles transformaciones segtn las for-
mas en las que se pueden representar los términos k-ésimos y los términos gene-
rales. En cada celda aparece como hemos designado cada transformacion.

Tabla 1
Transformaciones entre sistemas de representacion

Sistema de representacion

Sistema de representacion  Numérico Algebraico Grafico Verbal

De un término k-ésimo a un término k-ésimo

Término k-ésimo Término k-ésimo
Numérico TSN T3 T5
Grafico T1 TSG T6
Verbal T2 T4 TSV
De un término general a un término general
Término general Término general
Algebraico TSA T8
Verbal T7 TSV
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Tabla 1
Transformaciones entre sistemas de representacion

Sistema de representacion

Sistema de representacion  Numérico Algebraico Grafico Verbal

Entre un término k-ésimo y un término general

Término k-ésimo Término general
Numérico C1 C1B C4 (4B
Gréfico C2 C2B C5 C5B
Verbal C3 C3B C6 Co6B

La Tabla 1 se lee de forma que la transformacion se realiza desde el elemento
que aparece en la primera columna en un sistema de representacion determinado
a la representacion del elemento que aparece en la segunda columna en el sistema
de representacion correspondiente. Por ejemplo, T1 representa una transforma-
cion de la representacion grafica de un término k-ésimo a su representacion nu-
mérica. En el caso de las transformaciones entre sistemas de representacion entre
un término k-ésimo y un término general, se interpretan en el mismo sentido que
las otras transformaciones, mientras que las transformaciones que se dan en el
otro sentido (de una representacion del término general a una representacion de
un término k-€simo) se nombran por C1B, C2B, C3B, C4B, C5B y C6B.

En la Figura 2 mostramos una resolucion de un estudiante al problema de las
baldosas e identificamos la estrategia inductiva que le corresponde segun el pro-
cedimiento que hemos descrito.

@® (300

269 +6= 26% Boaldosa s -
% peces o (f o ble die baldosecs blancas  wmas k3
bl dosas fs(' Codlz e)ﬂ/remo.

Figura 2. Resolucion de un estudiante

Como se puede observar en la Figura 2, este estudiante realiza una transforma-
cion del sistema de representacion grafico (presente en el enunciado del proble-
ma) al sistema de representacion numérico (T1, ver Tabla 1). A continuacion rea-
liza una transformacion sintactica en el sistema de representacion numérico
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(TSN, ver Tabla 1). Finalmente, alcanza la generalizacion en el sistema de repre-
sentacion verbal (C4, ver Tabla 1).

Este procedimiento se llevé a cabo para identificar las estrategias inductivas
de los 359 estudiantes participantes en la investigacion, lo cual nos permiti6 rea-
lizar un analisis de frecuencias y la descripcion de la resolucion de los problemas
llevada a cabo por los estudiantes.

RESULTADOS

Patrones

El analisis de datos indica que el 40,7% de los estudiantes que respondieron al
problema, llegan a identificar un patrén (ver Tabla 2). La mayoria de estos alum-
nos, descomponen el nimero de baldosas grises (16) que necesitan en funcion del
numero de baldosas blancas (5). Presentamos el desarrollo numérico de 16 que
han utilizado estos estudiantes y la representacion grafica correspondiente, asi
como la respuesta adecuada (expresada entre paréntesis) a la que pueden llevar
los respectivos patrones:

¢ 5x2+6...(1320x2+6=2646)

EEEE
g oo
CITTT]
® 5x2+2+4... (13202 +2+4 =2646))

O [ O
O 11171 O
O OI11T O
¢ (5x2+2+4)...(1322+1322+2+2=2646)

O O O
O o O
O O O
& T+7+141...(1322+1322+141=2646)

CITTTTT]
O o O
CITTTTT]
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¢ Tx2+2...(1322x2+2=2646)

CITTT7T1]
O Crrm o
(IITT7T1]
¢ 3x2+10... (1318x2+10=2646)
i
% LT} %
[(I1J
Estos seis patrones son equivalentes y expresan el numero de baldosas grises en
funcion del nimero de baldosas que se pongan en fila. Cada una de estas formas
de descomponer el niimero 16 refleja un modo de visualizar un patron a partir de
la representacion grafica del enunciado. La representacion grafica de los patrones
2°y 3% y 4° y 5° son iguales respectivamente, aunque sus expresiones desarrolla-
das numéricamente sean diferentes.
Se han identificado otros dos patrones en los que el ntimero de baldosas gri-
ses esta escrito en funcion del numero de filas de baldosas blancas que se formen,

teniendo en cuenta que en cada fila de baldosas blancas debe haber cinco:
¢ 2064+264+5+5+4 (542)

O O O

Rl

O 1111 O
O [T O
® 264+264+7+7 (542)

CIITTTT
S

OCfrrm O
CITTIr1m
Los estudiantes han expresado otros patrones s6lo numéricamente, a partir de los
numeros presentes en el caso particular que se muestra en el enunciado y lo ex-
trapolan para el caso de las 1320 baldosas:
¢ 1320x2

¢ 1320x5
¢ 1320x6
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¢ 1320+3
¢ 132343
¢ 1326+10

Generalizacion
La generalizacion, segiin el marco teodrico presentado, es uno de los pasos que
pueden emplear los estudiantes en el problema propuesto.

Como se deduce de la Tabla 2, el 19,5% de los estudiantes que responden al
problema de las baldosas, llegan a expresar la generalizacion (verbal o algebrai-
camente).

Tabla 2

Generalizacion-patron
Generalizacion

Frecuencia 0 1 Total
Patron 0

Absoluta 182 0 182

% del total 59,3 0,0 59,3
Patron 1

Absoluta 65 60 125

% del total 21,2 19,5 40,7

Total
Absoluta 247 60 307
% del total 80,5 19,5 100,0

El p-valor asociado al contraste de chi-cuadrado de independencia estadistica
(0,000) a un nivel de significacion del 95%, indica que la generalizacion depende
de la identificacion de un patron. Ademas, tal y como indica la gamma asociada
(1,000), se trata de una dependencia significativa en el sentido de que los alum-
nos que no han identificado un patrén, no llegan a expresar la generalizacion.

En la Tabla 3, se observa que el 85% de los alumnos que generalizan, han
detectado un patrén adecuado para el problema de las baldosas (uno de los ocho
primeros patrones descritos anteriormente). El 15% restante de los estudiantes
que generalizan, lo consiguen después de haber identificado un patrén no ade-
cuado al problema.
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Tabla 3
Generalizacion-patron adecuado
Generalizacion
Frecuencia 0 1 Total
Patron Adecuado 0
Absoluta 199 9 208
% del total 64,8 2.9 67,8

Patron Adecuado 1

Absoluta 65 60 125

% del total 21,2 19,5 40,7
Total

Absoluta 48 51 99

% del total 80,5 19,5 100,0

El p-valor asociado al contraste de chi-cuadrado de independencia estadistica
(0,000), con un nivel de significaciéon del 95%, indica que la expresion de la ge-
neralizacion depende de la identificacion de un patréon adecuado. Dado que la
gamma asociada es 0,918, podemos concluir que existe una fuerte dependencia
de la generalizacion con respecto a la identificacion de un patrén adecuado en
este problema.

Expresion de la Generalizacion

Unicamente 3 estudiantes expresan la generalizacion de forma algebraica (ver las
frecuencias de las estrategias inductivas en las que aparece C1 y C3). Teniendo en
cuenta que la generalizacion se puede expresar verbal o algebraicamente, pode-
mos concluir que el 95% de los estudiantes que generalizan, lo hacen verbalmen-
te (57 de 60).

Estrategias Inductivas

Cada estrategia inductiva queda determinada por una secuencia de transforma-
ciones cuyo significado se puede descifrar segun las Tabla 1. Para el problema de
las baldosas, tenemos en cuenta que el trabajo comienza con el término k-ésimo
expresado graficamente. Segun las producciones de los estudiantes que generali-
zan, recogemos las estrategias inductivas que emplean en la resolucion del pro-
blema de las baldosas en la Tabla 4.
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Tabla 4.
Estrategias inductivas de los estudiantes que generalizan

Frecuencia

Estrategias Inductivas Absoluta % de los que generalizan

T1-TSN-C1-TSA 1 1,7
T1-C4 9 15
T1-TSN-C4 36 60
TSG-C1-C1B-T5 1 1,7
TSG-T1-C4 1 1,7
TSG-T1-TSN-C4 7 11,7
TSG-C4-C4B-TSN 2 3.3
T6-C3-C3B-TSN 1 1,7
C5-C4B-TSN 2 3,3

En cuanto al trabajo previo que realizan los 60 alumnos que expresan la generali-
zacion, hay 2 que generalizan directamente a partir del enunciado (C5-C4B-
TSN).

De la Tabla 4 se puede deducir que el 90% (54 de 60) de los alumnos que
generalizan han trabajado previamente con términos k-ésimos en el sistema de
representacion numérico (T1 antes de C1 o C4), el 5% ha trabajado previamente
en el sistema de representacion grafico tinicamente (TSG-C1-C1B-T5, TSG-C4-
C4B-TSN) y el 5% restante ha hecho alguna transformacion antes de generalizar,
empleando Unicamente el sistema de representacion verbal antes de la generali-
zacion o han combinado varios sistemas de representacion para los casos
particulares con los que trabajan.

Destacamos el 13,4% de los alumnos que generalizan y que han combinado
los sistemas de representacion grafico y numérico antes de expresar la generali-
zacion verbal (aparece TSG-T1 antes de C4).

Uso de la Generalizacion

Los tres alumnos que generalizan algebraicamente, muestran dos usos diferentes
de la generalizacion: dos de ellos utilizan la expresion del término general para
calcular el niimero de baldosas grises necesarias (emplean las estrategias inducti-
vas TSG-C1-C1B-T5 y T6-C3-C3B); y un tercer estudiante llega a una expresion
algebraica para el término general como ultima transformacion en la resolucion
del problema.
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De los 57 alumnos que generalizan verbalmente, cuatro la utilizan para cal-
cular el término k-ésimo de la progresion que pregunta el problema. Esos alum-
nos son los que siguen las estrategias TSG-C4-C4B-TSN y C5-C4B-TSN.

CONCLUSIONES

Pese a la presencia del sistema de representacion grafico en el enunciado, la ma-
yor parte de los alumnos que generalizan trabajan previamente en el sistema de
representacion numérico. Esto puede deberse a la mayor familiaridad de los estu-
diantes con las representaciones numéricas.

Las respuestas de los estudiantes han puesto de manifiesto la relevancia de la
identificacion de patrones en el proceso de generalizacion en el problema de las
baldosas. La generalizacién depende, tanto de la deteccidén de un patrén, como de
la identificacion de un patrén adecuado.

La mayoria de los patrones que identifican los estudiantes, son patrones ade-
cuados al problema planteado (ver Tabla 3). Este dato, junto con la amplia varie-
dad de patrones validos detectados a partir de la representacion grafica que apa-
rece en el problema, hace que podamos considerar la visualizacion (que llevan a
cabo los estudiantes sobre el dibujo del enunciado) como un factor a tener en
cuenta en las propuestas de trabajo que se planteen en la Educacion Secundaria.

La predominancia de la generalizacion verbal hace cobrar importancia a
otras formas de expresar la generalizacion diferentes a la algebraica. A la luz de
los resultados, cabe pensar que la generalizacion verbal es una forma mas accesi-
ble para estos estudiantes que la algebraica.

Se ha puesto de manifiesto que la generalizacion, ya sea verbal o algebraica,
se utiliza solo ocasionalmente para calcular el caso particular por el que pregunta
el problema.
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Fe de erratas

En el pie de la primera pagina de los tres articulos de PNA 2(2) en su version impresa,
donde aparece 2007, deberia aparecer 2008.

PNA 2(3)



