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En este trabajo se reflexiona sobre dos componentes del sentido numérico: el
uso de puntos de referencia y de representaciones grdficas para estimar can-
tidades y operaciones (con numeros naturales, decimales y fracciones). Se
presentan los resultados de una prueba escrita contestada por 47 estudiantes
de educacion secundaria. Los resultados indican dificultades de los estudian-
tes para hacer uso de puntos de referencia numéricos y para construir sus
propias representaciones grdficas, prefiriendo métodos basados en reglas.
Mejores resultados se obtuvieron en la estimacion numérica a partir de grafi-
cas ya dadas. Los resultados mas bajos se corresponden con tareas en las
que estan implicadas las fracciones.
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Use of Benchmarks and Graphical Representations to Solve Numerical Tasks
in Secondary Education

In this paper we reflect on two components of number sense: The use of
benchmarks and the use of graphical representation to estimate amount or the
result of a calculation (with whole numbers, decimals and fractions). The re-
sults of a written test answered by 47 high school students are presented, in
whose analysis the success and the strategies were examined. Results indicate
difficulties for students when making use of numerical benchmarks and for
building their own graphical representations, preferring rule based methods.
Better results were obtained in numerical estimate from graphs already given.
The lowest test results correspond to tasks in which fractions are involved.
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Diferentes investigaciones han puesto de manifiesto que, a pesar del tiempo y el es-
fuerzo educativo de las tltimas décadas por desarrollar en los estudiantes sentido nu-
mérico, siguen predominado en las aulas enfoques basados en ensefiar procedimien-
tos. Esto lleva a que los estudiantes no desarrollen una adecuada comprension
numérica que les lleve a buscar formas alternativas que difieran de la aplicacion direc-
ta de reglas o algoritmos (Veloo, 2010; Yang, 2003; Yang y Huang, 2004; Yang, Liy
Lin, 2008; Yang y Tsai, 2010).

El sentido numérico es una red conceptual bien organizada que permite relacionar
los nimeros y las operaciones, sus propiedades y resolver los problemas de una forma
creativa y flexible (Sowder, 1988, 1992). A esta idea de creatividad y flexibilidad,
Mclntosh, Reys y Reys (1992) anaden la habilidad para valorar lo razonable de un re-
sultado en el contexto de la tarea numérica. Dado que el sentido numérico es un cons-
tructo no delimitado, diferentes autores han propuesto una descripciéon mas operativa
que se concreta en su asociacion al desarrollo de distintas componentes (Mclntosh et
al., 1992; National Council of Teachers of Mathematics, 2000; Yang, 2003; Yang,
Hsu y Huang, 2004; Yang y Huang, 2004; Yang, Li y Lin, 2008; Yang y Tsai, 2010).
Estas componentes son: (a) comprender el significado de los nimeros; (b) reconocer
el tamafio relativo y absoluto de los nimeros y magnitudes usando estimaciones o
propiedades para comparar; (c) usar puntos de referencia para estimar un nimero o
magnitud cuando se comparan o se hacen calculos; (d) usar representaciones de los
numeros y las operaciones; (¢) comprender las operaciones y sus propiedades: identi-
ficar el efecto relativo de las operaciones, establecer las relaciones entre las operacio-
nes, usar propiedades, estimar; (f) comprender la relacion entre el contexto del pro-
blema y la operacion necesaria; (g) ser consciente de que existen multiples estrategias;
y (h) reconocer cuando el resultado obtenido es razonable. Las componentes estan re-
lacionadas y, ademas, una misma tarea numérica puede resolverse con componentes
diferentes (MclIntosh et al., 1992).

Investigaciones realizadas en educacion primaria han concluido que, cuando los
estudiantes resuelven problemas numéricos, la mayoria tienden a hacer uso de algo-
ritmos y presentan grandes dificultades para realizar estimaciones (Yang, 2005; Ve-
loo, 2010). Yang, Li y Lin (2008) concluyen que estudiantes de quinto nivel tenian
mas éxito al “reconocer el tamafio relativo de los nimeros [que al] juzgar lo razonable
de las estimaciones de un calculo numérico” (p. 804). Ademas, confirman que existe
una relacion significativa entre las calificaciones académicas en matematicas y el ni-
vel de sentido numérico de los estudiantes.

Este ultimo resultado no coincide con los intentos de relacionar el sentido numé-
rico con otras habilidades, como el calculo escrito. Los estudiantes que demuestran
tener buenos resultados en cuestiones de célculo escrito, no logran los mismos éxitos
en tareas en las que necesitan hacer uso del sentido numérico (Mclntosh et al., 1992;
Reys y Yang, 1998; Yang y Huang, 2004; Veloo, 2010). Es decir, que las habilidades
en calculo escrito, sin una adecuada comprension, pueden resultar poco utiles en con-
textos en los que es necesario algo mas que aplicar algoritmos (Reys y Yang, 1998;
Veloo, 2010; Yang y Huang, 2004). En contrapartida, indica Sowder (1992) que la
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instruccion sobre estimacion y calculo mental es una via para desarrollar sentido nu-
mérico. En Espana se han realizado investigaciones que abordan aspectos del sentido
numérico, principalmente relacionadas con la estimacion de cantidades, de medidas y
de operaciones, asi como de calculo mental (Albarracin y Gorgorid, 2013; Castillo-
Mateo, Segovia, Castro y Molina, 2012; De Castro, Castro y Segovia, 2004; Gémez,
1995).

Los investigadores proponen cambios en la metodologia de ensefanza de los ni-
meros, ya que una instruccion adecuada que fomente el sentido numérico produce
aprendizajes mas significativos que las metodologias tradicionales (Veloo, 2010). Es-
tas metodologias deben proponer actividades que permitan la exploracion y la discu-
sion de razonamientos diferentes. Markovits y Sowder (1994) examinaron el efecto de
una instruccion en séptimo grado que tenia como finalidad desarrollar el sentido nu-
mérico a través de actividades ricas en la exploraciéon numérica, la busqueda de rela-
ciones entre los numeros y las operaciones, y la invencion o descubrimiento de reglas.
Los resultados indicaron que el sentido numérico se desarrolla a largo plazo y que mas
que adquirir nuevo conocimiento, los estudiantes fueron capaces de reorganizar el que
ya poseian de manera diferente. Resultados similares se obtuvieron en otras investiga-
ciones en Taiwan y Brunei Darussalam (Veloo, 2010; Yang, 2003; Yang, Hsu y
Huang, 2004).

Otros estudios que han analizado metodologias que fomentan el sentido numérico
incluyen el uso de herramientas tecnologicas (Yang y Li, 2013; Yang y Tsai, 2010)
obteniendo resultados alentadores. En cambio, esto ocurre en la investigacion realiza-
da por Alsawaie (2011), en Abu Dhabi (Emiratos Arabes Unidos), con estudiantes de
alto rendimiento en matematicas de sexto grado; estos estudiantes recibieron desde
primer grado una ensefianza con libros de texto reformados, con el objetivo de fomen-
tar el sentido numérico. El autor concluye que una reforma en los libros de textos no
es suficiente para mejorar el sentido numérico, si no va acompafiada de un cambio
metodoldgico en el aula por parte de los profesores en el uso de dichos libros.

El trabajo que presentamos forma parte de un estudio mas amplio que investiga
sobre como trabajar en el aula de secundaria el sentido numérico, en un contexto es-
pafiol. Presentamos resultados de la prueba inicial correspondiente a dicho estudio,
sobre tareas que pueden resolverse utilizando componentes del sentido numérico ante-
riormente descritas. Dada la amplitud del conocimiento numérico, nos centramos en
dos componentes principales: el uso de puntos de referencia y el uso de representacio-
nes graficas aunque, como ya comentamos, las componentes estan relacionadas y una
misma tarea puede resolverse haciendo uso de diferentes componentes.

El uso de puntos de referencia se refiere a la habilidad para usar apropiadamente
puntos de referencia numéricos para resolver problemas sobre mediciones de objetos
comunes, para comparar numeros y realizar calculos. Los puntos de referencia son
generalmente valores con los que una persona se siente comoda haciendo compara-

ciones o calculos. Por ejemplo, multiplos de potencias de 10, nimeros como %, 50%
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o cualquier referente numérico personal. Mclntosh et al. (1992) sugieren que “asi co-
mo un compds es una herramienta basica para la navegacion, los puntos de referencia
son referentes mentales esenciales para pensar sobre los nimeros” (p. 6).

Por otra parte, usar representaciones de los niumeros y las operaciones, significa
ser capaz de utilizar de manera flexible representaciones (graficas, manipulativas, pic-
toricas o simbolicas) para resolver problemas numéricos. Por ejemplo, representar
numeros en la recta numérica para comparar o para estimar el resultado de una opera-
cion, expresar una multiplicacion de dos nimeros como el célculo de un area para es-
timar el resultado, comparar dos fracciones con una representacion parte todo, etc.

Las tareas analizadas implican también analizar de manera indirecta otras compo-
nentes, en especial reconocer cuando el resultado obtenido es razonable. Esto se refie-
re a determinar si el resultado de una tarea numérica estd en el rango de posibilidades
esperable o si la respuesta tiene sentido en funcion del contexto y los numeros impli-
cados. Indica MclIntosh et al. (1992) que la reaccion de muchos estudiantes cuando se
les pide valorar si un resultado es razonable es volver a realizar los calculos, antes que
reflexionar sobre el resultado.

OBJETIVOS Y METODOLOGIA

El principal objetivo de la investigacion que estamos desarrollando es estudiar la evo-
lucién del conocimiento numérico de los estudiantes cuando se desarrollan en el aula
actividades que fomentan el sentido numérico. Lo que presentamos en este trabajo co-
rresponde a las tareas de la prueba escrita, inicial en dicho estudio. En concreto, nos
planteamos con alumnado de secundaria el siguiente objetivo: analizar el uso de los
puntos de referencia (matematicos o personales) y de representaciones graficas para:
representar nimeros, estimar cantidades y obtener resultados de operaciones (con nu-
meros naturales, decimales y fracciones).

Se disefid una prueba y se implementd en dos grupos de estudiantes de segundo
curso de Educacion Secundaria Obligatoria de un centro ptblico semiurbano de Tene-
rife (Espana), con 22 y 25 estudiantes cada uno (47 estudiantes en total).

La prueba consta de 12 items, algunos disefiados por las investigadoras, otros mo-
dificados de Reys (1991)". Los items abarcan conceptos relativos a la estimacion de
magnitudes, el orden de fracciones, la representacion grafica estimada de la suma y el
producto de fracciones, la estimacion y representacion grafica de porcentajes, las frac-
ciones, decimales y naturales, la estimacidon de un producto de decimales y la valora-
cion de la validez de una coleccion de datos numéricos a situaciones contextualizadas.

La prueba se disefio de modo que el contenido matemadtico no fuese complejo para
los estudiantes. Esto para que no hubiera impedimentos de tipo matematico para hacer
surgir estrategias de sentido numérico.

1 http://goo.gl/sfpWaV
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Los 12 items del cuestionario se presentaron en hojas separadas. Los estudiantes
tuvieron tres minutos para responder a cada item, se les indicé que utilizaran estima-
ciones o sus conocimientos sobre los nimeros y las operaciones y que no era necesa-
rio realizar célculos exactos o algoritmos precisos para llegar al resultado. Asi mismo,
se les pidi6 que escribiesen como habian llegado al resultado o el razonamiento utili-
zado. Estas instrucciones estaban escritas en la primera pagina de la prueba y las in-
vestigadoras las leyeron en voz alta antes de comenzar la misma.

En el analisis de los datos de la prueba se realizo un andlisis cuantitativo de tipo
descriptivo, atendiendo al éxito y a los tipos de razonamientos; y un analisis cualitati-
vo buscando las variaciones dentro de cada tipologia de razonamiento. Se tuvieron en
cuenta las siguientes categorias y codigos de evaluacion.

Exito. Correcta (se codificé con 1) o incorrecta (se codifico con 0).
Sentido numérico (SN). Utilizan alguna componente de sentido numérico.

Parcialmente sentido numérico (PSN). La justificacion combina el uso de componen-
tes del sentido numérico con el uso de otros tipos de estrategias como reglas memori-
zadas y/o algoritmos.

No sentido numérico (NSN). No hacen uso de componentes del sentido numérico en
su justificacion, como aquellos casos en los que hacen uso exclusivo de algoritmos o
reglas memorizadas.

Otro. No proporcionan suficientes argumentos para identificar qué razones les llevan
a su respuesta; utilizan una justificacion que no responde a la pregunta formulada, ale-
jada de un razonamiento que responde a la cuestion; o responden al item pero no pre-
sentan justificacion.

Blanco (B). No responden a la pregunta.

RESULTADOS DE LA PRUEBA

Los resultados los presentamos en dos apartados. En el primero mostramos los por-
centajes de éxito de todos los 12 items de la prueba. En el segundo apartado, y por li-
mitaciones de espacio, seleccionamos nueve items para mostrar los tipos de razona-
mientos seguidos por los estudiantes, destacando las distintas repuestas propias de un
correcto sentido numérico, asi como ciertas carencias mostradas por los estudiantes en
la resolucion de las tareas.

Analisis de resultados generales
Con el objetivo de tener una vision general de los resultados de la prueba se han anali-
zado los resultados de éxito por item, distinguiendo aquellos que contenian diferentes
apartados (figura 1).

Estos resultados nos muestran que la media de éxito se encuentra proxima al 50%.
Este dato acompafiado de una desviacion tipica de 23,0 y del amplio rango, entre
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17,1% y 91,5 %, nos lleva a estudiar otros aspectos de la distribucion de los datos. A
pesar del valor de la media, si calculamos la mediana vemos como el 50% de los items
obtuvieron un éxito inferior o igual a 38,3%.
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Figura 1. Porcentaje de éxito por item

La figura 1 proporciona una vision global de la heterogeneidad de los resultados segun
los items. Concretamente, el porcentaje de éxito por item es: item 1, 27,7%; item 2,
48,9%; item 3, 80,9%; item 4, 38,4%; item 5, 31,9%; item 6, 70,2%; item 7a, 76,6%:;
item 8a, 72,3%; item 8b, 91,5%; item 8c, 70,2%; item 8d, 38,3%; item 9a, 38,3%;
item 9b, 27,7%; item 10a, 23,4%,; item 10b, 27,7%; item 11, 29,8%; ¢ item 12,
34,1%.

Se observa que solo un 36,8% de los items se encuentran por encima del 50% de
¢xito. Estos items son el 3, 6, 7a, 7b, 8a, 8b y 8c. Atribuimos el éxito del item 6 a los
conceptos matematicos implicados y a la cercania del contexto. Los items 3, 7a, 7b,
8a, 8b y 8c se refieren a la estimacion de una cantidad dada de forma grafica (graficos
discretos y continuos). En el item 8d se obtuvo un éxito bajo (38,5%), hecho que aso-
ciamos a que la cantidad a estimar era un numero expresado como fraccion.

En el lado opuesto, encontramos que los items de menor éxito (inferior al 30%)
son el 1, 9b, 9¢c, 10a, 10b y 12. Estos items, exceptuando el 1 y 10a, incluyen la reali-
zacion por parte de los estudiantes de representaciones graficas de fracciones y por-
centajes, en concordancia con lo que se sefialaba anteriormente que ocurri6 en el item
&d.

Los items 1 y 10a obtuvieron el mismo ¢éxito, aunque no trabajasen los mismos
aspectos. En ambos items se planteaba una situacion contextualizada cercana a su en-
torno: en el primero debian decidir qué valores (de los proporcionados) eran mas
apropiados a cada situacion; en el segundo debian estimar una serie de porcentajes en
funcion de la dedicacion de cada uno en el dia a ciertas actividades. Se esperaba en
estos items un éxito mayor, dado que las situaciones presentadas eran cotidianas y se
pedia una estimacion que no requeria la realizacion de calculos. A continuacion anali-
zamos los resultados con mayor profundidad.
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Analisis de tipos de estrategias

En este apartado hacemos un anélisis mas profundo de diferentes items de la prueba,
observando el tipo de razonamiento seguido o determinados aspectos que destacan en
los mismos.

Situaciones contextualizadas
Los items 1, 5, 6, 10 y 11 planteaban situaciones numéricas en un contexto real. En
este apartado observamos los principales resultados de los items 1 y 10. Lo mas desta-

cable fue como las repuestas, en muchas ocasiones, se muestran alejadas de lo razona-
ble.

El item 1 presenta un texto escrito, con espacios en blanco, que describe una situacion
cotidiana. El texto se acompana de una coleccion de niimeros, y se pide distribuirlos
en los espacios en blanco de modo que la situacion sea apropiada. El objetivo es que
los estudiantes hagan uso de su sentido numérico para evaluar la opciébn més razona-
ble, tomando puntos de referencia personales o matematicos, y decidan qué tipo de
numero (natural, fracciéon o decimal) y de qué tamano corresponde a cada caso. A
priori, se consider6 el item mas sencillo de la prueba, razén por la que se coloco en
primer lugar.

La respuesta a este item implica obligatoriamente hacer uso de componentes del
sentido numérico, como comprender el significado de los nimeros o tener puntos de
referencia, por lo que los tipos de razonamientos se clasificaron unicamente en las ca-
tegorias de sentido numérico y blanco (tabla 1).

Tabla 1
Porcentaje de respuestas al item 1

Tipo de razonamiento ~ Correcto  Incorrecto Total
SN 27,7 72,3 100
B 0 0 0
Total 27,7 72,3

Nota. SN=Sentido numérico; B= Blanco.

En la categoria sentido numérico distinguimos entre correcto o incorrecto, dependien-
do de si los numeros elegidos eran adecuados o no. Asi, clasificamos como erroneas
las respuestas que no situaban a todos los numeros en el lugar correcto.

Desde nuestro punto de vista, los resultados no fueron 6ptimos. Como refleja la
tabla 2, solo el 27,7% de estudiantes escogieron un valor razonable para todas las
situaciones descritas. Si bien es cierto que en ocasiones confundieron solo dos de los
numeros dados. Muchos estudiantes de los que contestan de forma incorrecta, parece
que situan determinados nimeros con seguridad y los demas los distribuyen sin
preocuparse de que tengan sentido con el texto. De ahi que se dieran selecciones de
numeros como las siguientes: pagar con un billete de 2, 9, o 60 euros; hacer la compra
a las 2 de la mafana; tardar 2 de hora en hacer la compra (de naranjas y queso); decir
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1
que la compra costo " euro; comprar 2 gramos de queso; gastar 10 euros y pagar con

un billete de 2 euros y obtener una devolucion de 1,65 euros; etc.

Otros estudiantes, una vez que colocan los primeros numeros, si los que les que-
dan piensan que no son los adecuados, optan por repetir nimeros de los ya escritos.
De esta manera, manifiestan una inclinacion o preferencia por dar un resultado razo-
nable, aunque la valoracion del item sea incorrecta, por no utilizar todos los nimeros
dados.

En el item 10a, se pide a los estudiantes estimar los porcentajes del dia que dedi-
can a diferentes actividades (dormir, estar en clase, comer y otras actividades); y en el
10b, deben representarlos en un diagrama de sectores.

El item 10a se codific6 como correcto si los porcentajes estimados eran razona-
bles y el item 10b si la representacion de los porcentajes era correcta, fueran o no ra-
zonables los porcentajes escritos en 10a. Los resultados se muestran en la tabla 2 y se
observa el bajo éxito del item en ambos apartados, inferior al 30%. Dado que en este
item deben realizar estimaciones basadas en puntos de referencia personales y repre-
sentaciones graficas no hay otro tipo de estrategias que las asociadas al sentido numé-
rico (correctas e incorrectas).

Tabla 2
Porcentaje de respuestas al item 10
Tipo de razonamiento Correcto Incorrecto Total
ftem 10a
SN 27,7 68,1 95,8
B - 4,2 4,2
ftem 10b
SN 29,8 59,6 89,4
B - 10,6 10,6

Nota. SN=Sentido numérico; B= Blanco.

Para considerar correcta cada actividad del item 10a se establecidé un rango amplio de
porcentaje de horas del dia: dormir, entre 25% y 50%; estar en clase, entre 25% y
40%; comer, menor al 20%; resto de actividades, lo que faltara para llegar al 100%
una vez que las otras actividades indicaban un porcentaje correcto.

A continuacion, se muestra un ejemplo de respuesta correcta y otras respuestas
con errores en la estimacion de la situacion cotidiana y/o en la representacion grafica
de sectores.

A partir de la categoria SN, en la figura 2 se muestra que un estudiante realiza una
estimacion correcta de los porcentajes de las actividades y la representacion grafica
correcta a partir de los valores escogidos.
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Dormir 45 %

Estar en clase Lf %
Comer 323 %

Resto de actividades 33-%

Figura 2. Respuesta correcta sentido numérico del item 10a 'y 10b

En la figura 3, se observa que un estudiante realiza una estimacion correcta de los

porcentajes de las actividades, pero realiza una representacion grafica incorrecta de
los mismos.

 Dormir 30 %
Estar en clase { ¢ %
Comerg g %
Resto de actividades4 g %

Figura 3. Respuesta correcta de sentido numérico del item 10a e incorrecta del 10b

La figura 4 muestra el caso de un estudiante que realiza una estimacion de porcentajes
no razonables y una correcta representacion grafica de estos.
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Figura 4. Respuesta incorrecta de sentido numérico del item 10a y correcta del 10b

La figura 5 presenta una estimacion de porcentajes superando el 100% asi como re-
presentacion grafica incorrecta de estos.
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~ Dormir 5o %
Estar en clase Yp %
Comer AR %
Resto de actividades 3o %

Figura 5. Respuesta incorrecta de sentido numérico de los items 10a 'y 10b

Pensamos que la dificultad del item no estd en decidir el tiempo en horas, que se dedi-
ca a cada actividad, sino expresarlo como un porcentaje. El error més llamativo para
este nivel escolar es dar distribuciones de porcentajes que suman mas del 100% (figu-
ras).

Los estudiantes no escribieron ningtn calculo en sus respuestas y parece que apli-
can una estimacion personal. En algunos casos creemos que esa estimacion responde a
ciertas “sensaciones”, por ejemplo, cuando dicen que el 50% del dia estdn en clase,
probablemente no hayan pensado en que eso significa doce horas de clase cada dia,
sino que sienten que estan “muchas horas en clase” o que consideran que pasan en
clase la mitad del dia, haciendo referencia al dia como a las horas en las que estas
despierto. Lo mismo pensamos cuando asocian el 50% de horas a dormir, que puede
reflejar un pensamiento del tipo “la mitad del dia duermo y la otra mitad estoy des-
pierto”. Los estudiantes deben aprender a usar sus referencias personales, pero tam-
bién a valorar la exactitud de las mismas cuando esta en un contexto matematico.

El predominio de las reglas

Analizamos en este apartado dos items en contextos matematicos abstractos (items 2 y
4) con formatos de cuestiones estandares, que los estudiantes han realizado frecuen-
temente por medio de reglas o algoritmos, pero que en este caso se les indica que pue-
den resolverse sin realizar calculos exactos.

El item 2 se presenta con el objetivo de que los estudiantes hagan uso del sentido
numérico para ordenar fracciones, en este caso: comparar con puntos de referencia

<1, % y/o %) (aunque con los dos primeros valores era suficiente, % ayudaba a que

la estimacion del tamaiio de las fracciones fuese mas preciso); utilizar el concepto de
fraccion para reconocer el tamafo relativo de los nimeros; o bien apoyarse en repre-
sentaciones graficas de los numeros.

Los resultados de este item muestran que el éxito esta proximo al 50% (48,9%) y
que los razonamientos mas frecuentes pertenecen a la categoria NSN (46,8%). Entre
las respuestas correctas, el tipo de razonamiento mas frecuente es NSN, con un 31,9%
frente a un 14,9% de sentido numérico (ver tabla 3).
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Tabla 3

Porcentaje de respuestas al item 2

Tipo de razonamiento Correcto  Incorrecto Total
SN 14,9 17 31,9
NSN 31,9 14,9 46,8
Otro 2,1 19,2 21,3
Total 48,9 51,1

Nota. SN=Sentido numérico; NSN=No sentido numérico.

A continuacion mostramos ejemplos de las estrategias que aparecieron en este item,
tanto de respuestas correctas como incorrectas, desde la categoria SN.
Un estudiante busca fracciones equivalentes para comparar las fracciones menores

que la unidad. También, utiliza el concepto de fracciones equivalentes para ordenarlas
(figura 6).

¢ 5
Eb o S %€ X o3 misde wmo (o7 €3e

NG % d: } { ) 5
sen dimctamente ol e 1Y 3 o3 menor guol y al
a “ 1 'o ,
Vacen » ? A

G f*"a ctanS q‘.e da G ‘g%\#"lﬂ'

Figura 6. Respuesta correcta de sentido numérico al item 2

. 1 .
En este caso, se hace uso de los puntos de referencia 1 y 5 para comparar las fraccio-
nes con los mismos y decidir el orden correcto (figura 7).

E,{ mendnr &g }_, 6’“‘4‘4 no [( eqa N oo la M(‘lall/
;;5 cas, 1‘694 a Ia midad \{ g 5@ f’“m/e/]

Figura 7. Respuesta correcta de sentido numérico al item 2

En la figura 8, se muestra como se utiliza la representacion grafica de las fracciones
en sectores para decidir el orden de las mismas.
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Lo lxca tu respuesta.
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e xo o %%}Q ONCS 2ecdn (Oas seaupes

Figura 8. Respuesta correcta de sentido numérico al item 2

Por su parte, se encuentran casos de sentido numérico incorrecto, al usar el concepto
de fraccion, pero de una forma incorrecta, como la respuesta de la figura 9, en la que
el estudiante ordena s6lo observando el tamafio del denominador. Aqui, se analizan
las fracciones a partir del concepto de fraccion y ordena segun el tamafo del denomi-
nador.

s 8.3 g 4 3 ¢
20 5”10 (~ < o5 —_ < -
20 s

Explica tu respuesta.
/
B orl qorut ol wen o dnoron slon ads pundn

Figura 9. Respuesta incorrecta de sentido numérico del item 2

También encontramos estrategias de sentido numérico incorrectas al usar representa-
ciones graficas de las fracciones, como la solucion del estudiante que se muestra en la
figura 10, quien cambia el tamafio de la unidad para cada numero.
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Explica tu respuesta.
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Figura 10. Respuesta incorrecta de sentido numérico del item 2

Las estrategias de NSN en este item se refieren al uso del minimo comun multiplo o a
expresar las fracciones en su forma decimal, realizando la division exacta.

Por ejemplo, en la figura 11 se muestra que un estudiante expresa las fracciones
como decimales a partir del algoritmo de la division.

2 8 00 P&
20° 5’ 10 30;%% :2;4 3;03
<G ¢ Z
ﬁphca“fﬁrespuesta

anm‘ﬂpe QQ(Lvu;L,JO mve,qtumm%efmm
dmrot 4 o qu ot en o polo

Figura 11. Respuesta correcta de no sentido numérico del item 2

En esta categoria de NSN también encontramos respuestas con errores de calculo o de
uso de una regla memorizada incorrecta. En estos casos no se observa que evalten si
el resultado obtenido es razonable, y normalmente la aplicacion de reglas no va acom-
paniada de justificaciones del proceso o de la comprension del concepto de fraccion.

Un estudiante aplica una regla memorizada incorrecta basada en la diferencia en-
tre el numerador y el denominador (figura 12).
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P 4 O )
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Figura 12. Respuesta incorrecta de no sentido numérico del item 2

El item 4 tiene como objetivo observar si los estudiantes utilizan puntos de referencia
para estimar el resultado de una multiplicacién de un numero entero por un nimero
decimal. Se resalta en el enunciado que elija la opciéon mas préxima al resultado, sin
realizar un calculo exacto.

Los resultados a este item mostrados en la tabla 4 indican los bajos porcentajes
tanto en el éxito (38,4%), como en el uso de sentido numérico (34,1%). Sélo un
12,8% de los estudiantes contesta de forma correcta con sentido numérico y soélo
14,9% con NSN correcto.

Tabla 4

Porcentaje de respuestas al item 4

Tipo de razonamiento Correcto Incorrecto Total
SN 12,8 21,3 34,1
PSN 4,3 0 43
NSN 14,9 21,3 36,2
Otro 6,4 17 23,4
B 0 2,1 2,1
Total 38,4 61,7

Nota. SN=Sentido numérico; PSN=Parcialmente sentido numérico; NSN=No
sentido numérico; B= Blanco.

A continuacion, se muestran las estrategias que surgieron en la resolucion del item. En
primer lugar, mostramos las que hacen uso de sentido numérico, correcto e incorrecto.

Un estudiante utiliza la descomposicion de un factor y la propiedad asociativa del
producto para estimar el resultado (figura 13).
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Figura 13. Respuesta correcta de sentido numérico del item 4

En la figura 14 se presenta el caso de un estudiante que escoge un punto de referencia
para uno de los factores y aplica el efecto de las operaciones para estimar el resultado.

& 20 WO‘({Q%?’ &Q?cwtykos oS poc b i&
(OO ¢ @S -400: 2 - 20 .

Figura 14. Respuesta correcta de sentido numérico del item 4
La figura 15 muestra como un estudiante realiza una estimacion de la multiplicacion.

a) 100 b) 200 ¢) 1600

Explica tu respuesta.

Porc\u ‘**.‘\OQ%Q A&r‘e’& |6OO k\) mc:> )05 o\@* (\LI/AWQJ
dute. mSidk 1600

Figura 15. Respuesta incorrecta de sentido numérico del item 4

Entre las respuestas de la categoria NSN encontramos algunas correctas de aplicacion
del algoritmo, y otras incorrectas en las que se aplican reglas memorizadas injustifica-
das y no se evalua lo razonable del resultado obtenido.

En la figura 16 se muestra la solucion de un estudiante que realiza el algoritmo de
la multiplicacion.

Sin realizar el célculo exacto, sefiala qué opcién estd més préxima al
resultado de la operacién 400 X 0,4
a operacién 987 SR

a) 100 ¢)1600  d) 2000 *oo Q9>

Yo O
00 000

Explica tu respuesta. ooDo0

199y
H’qu 00

Figura 16. Respuesta correcta de no sentido numérico del item 4
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También, se identifica el caso del estudiante que aplica una regla memorizada en la
que decide el nimero de decimales del resultado en funcion del nimero de decimales
de los factores “rodar la coma” (figura 17).

No e nirQuna de 3on OPUON pOpe & ngmero

o'uagt fere t dedmed® Y b hay WiQuea  cpida
con ¥ decurods.

Figura 17. Respuesta incorrecta de no sentido numérico del item 4

La figura 18 muestra cuando un estudiante aplica una regla memorizada incorrecta en
la que considera que un producto siempre obtiene un resultado mayor que ambos fac-
tores.

a) 100 b) 200 @1600 d) 2000

Explica tu respuesta.
PCX%)Q. d‘Q. m&( G)Q:—(w YOO %& se (amSCx dc. pleq)

SLQ:: e se m&\?Qg& er OMABY nc (:n«&e_
e . Q000

Figura 18. Respuesta incorrecta de no sentido numérico del item 4

La tercera categoria mas frecuente entre las respuestas es la de otros, en la que se in-
cluyen justificacion que no presentaron argumentos suficientes para determinar cual el
razonamiento seguido en su respuesta. Esto refleja la dificultad de seguir razonamien-
tos diferentes a la aplicacion de algoritmos o bien la dificultad para expresarlos ver-
balmente por escrito. Diferentes autores resaltan que los estudiantes tienen dificulta-
des con la coma decimal que muchas veces quedan ocultas cuando el trabajo se realiza
con algoritmos escritos (De Castro, Castro y Segovia, 2004; Goémez, 1995).

Por ultimo, aparecen creencias erroneas sobre el efecto de las operaciones, en este
caso, “la multiplicacién implica obtener un nimero mayor”, ya recogido en diferentes
estudios.

Contestar a este tipo de preguntas usando razonamientos diferentes a las reglas,
algoritmo o procedimientos mecénicos, implica poner en marcha conceptos numéri-
cos, de manera integrada y relacionada. Lo que desde nuestro punto de vista es lo que
da valor e importancia al trabajo del sentido numérico en el aula.
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Estimacion numérica a partir de un grafico
En este apartado exponemos los resultados de dos items en los que se da a los estu-
diantes una representacion grafica para que estimen el valor numérico que representa.
Distinguimos una representacion discreta para el item 3, y otra continua, en el item 8.
El item 3 presenta una figura que incluye una cantidad de triangulos a estimar y
en la que se proporcionan cinco opciones de estimaciones distintas, de manera que los
estudiantes no tienen la necesidad de realizar un conteo exacto, sino que es suficiente
con escoger la opcion mas razonable de entre las cuatro dadas. Se trata por lo tanto de
una estimacion discreta de objetos.
El éxito de este item es alto, aunque se podria esperar mayor, dado que los con-
ceptos numéricos implicados son menores a otros items de la prueba (tabla 5). Tam-
bién desatacamos el alto uso del sentido numérico correcto (63,8%).

Tabla 5

Porcentaje de respuestas al item 3

Tipo de razonamiento Correcto Incorrecto Total
SN 63,8 17 80,8
PSN 43 0 4,3
NSN 10,7 0 10,7
Otro 2,1 0 2,1
B 0 2,1 2,1
Total 80,9 19,1

Nota. SN=Sentido numérico; PSN=Parcialmente sentido numérico; NSN=No
sentido numérico; B= Blanco.

A continuacion, se muestran ejemplos de los diferentes tipos de razonamientos, dete-
niendo especialmente en los de sentido numérico, completo o parcial.

En cuanto al SN, se reconocen casos en que se utiliza el concepto de area de un
rectangulo, tomando como medida del lado, el nimero de tridngulos de dos lados per-
pendiculares (figura 19).
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Figura 19. Respuesta correcta de sentido numérico del item 3

También, se utiliza como referente una fraccion de la imagen para después estimar el
total (figura 20).

(o G WX 3 Wolfan o\gcoiﬁw&»
st b oo Dices 260 ma%,%or & co

M&e 00 er\“bvxCa en Qe\

A oot zov=yes.

Figura 20. Respuesta correcta de sentido numérico del item 3

Entre las respuestas de sentido numérico encontramos casos en los que cometieron
algin error, como se ejemplifica en la figura 21 en el que el estudiante realiza una
buena estrategia pero toma un referente errébneo. En este caso, divide la imagen en
partes iguales para tomar como referente la cantidad de tridngulos en una de ellas y
estimar el total.
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Figura 21. Respuesta incorrecta de sentido numérico del item 3

Para la categoria PSN, en la figura 22 se muestra como un estudiante utiliza el con-
cepto de area de un rectangulo pero hace uso del algoritmo de la multiplicacién para
realizar un calculo exacto.

se wuu\.“ki’g Weavnar 2l  nGmerte g ¢ C":"\Q oles
3\){ l"o‘y £ {.{ &WQL\O \a otC _e( [ o\Cg,o
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Figura 22. Respuesta correcta parcialmente de sentido numérico del item 3

Las respuestas de NSN en este item consistieron en contar todos los tridngulos, lo cual
se observa porque lo manifiesta de forma escrita (“los conté”), o bien, porque hacen
una marca sobre cada triangulo para seguir el recuento.

En el item 8 (a, b, c y d) los estudiantes debian decidir qué nimero estaba repre-
sentado en un grafico de rectangulo. El objetivo consistia en analizar en qué medida
en las estimaciones graficas influye el tipo de nimero (porcentaje, decimal, natural y
fraccion). Se trata en este caso de una representacion grafica continua, a diferencia del
item 3 que era una representacion discreta de objetos. Dado que en este item todas las
respuestas implican hacer uso de sentido numérico, mostramos en la tabla 6 los datos
de las opciones elegidas en cada apartado. Se sefiala en negrita la opcidon correcta en
cada caso.

Se observa que las estimaciones de mayor éxito fueron aquellas en las que se pro-
ponen porcentajes, decimales o naturales, en cambio, en el caso del apartado de las
fracciones, el éxito fue muy inferior (38,30%).
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Tabla 6

Porcentaje de cada opcion en el item §
ftem A B C D
8a 6,38 91,49 0 2,13
8b 19,15 6,38 65,96 8,51
8c 2,13 14,89 12,77 70,21
8d 6,38 36,17 19,15 38,30

El item de mayor éxito fue el 8a, en el que se proponia la representacion grafica de un
porcentaje. Este hecho lo relacionamos con que es un grafico usual en entornos infor-
maticos y porque el tamafio del rectangulo corresponde a un niamero entero relativa-
mente bajo (100%). Aspecto que no ocurre en el item 8c, en el que, aunque es entero,
la representacion de un millon es menos habitual.

Destaca el bajo éxito del item 8d, en el que se dio aproximadamente el mismo

numero de estudiantes que escogieron la opcién incorrecta B <§ que la opcion

correcta D <%>, posiblemente por la proximidad de dichas fracciones en

comparacion con las dos opciones restantes.

Los resultados en los items 3 y 8 muestran que la capacidad para realizar una es-
timacion dependid del tipo de numeros. En general, los estudiantes de este estudio tu-
vieron una buena capacidad para realizar estimaciones de una cantidad numérica
cuando estaba asociada a numeros enteros y decimales, en cambio, encontraron difi-
cultades cuando se trataba de fracciones, aspecto que se completa en el siguiente apar-
tado.

La dificultad de las fracciones
Aunque este estudio no ha tenido como objetivo realizar una comparacion exhaustiva
de las respuestas seglin tipologias de numeros, quedaron reflejadas las dificultades de
los estudiantes para manejar las ideas relacionadas con las fracciones. Los items en los
que estaban implicadas fracciones fueron en los que se mostré6 menor porcentaje de
éxito. Un ejemplo es el apartado 8d anteriormente comentado, y en este caso lo am-
pliamos con otros items que implicaban operaciones con fracciones.

En el item 11 se presenta una situacion en un contexto tradicional en la ensenanza
de las fracciones (las pizzas), cuyo objetivo es observar como se estima el resultado de

una suma de fracciones que sirven de referentes habitualmente <%%% ) Para ello se

les proporcionaron cuatro opciones de respuestas y dos circunferencias que represen-
taban las pizzas a las que hacia referencia el enunciado, con el fin de que se apoyaran
en ellas para simular la situacion planteada en un grafico que facilitase la estimacion.
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En la tabla 7 se observa que el éxito del item 11 fue bajo, 34,1%, con un 80,9% de
respuestas clasificadas en la categoria de sentido numérico, aunque en la mayoria de
los casos incorrectas (53,2%).

Tabla 7

Porcentaje de respuestas al item 11

Tipo de razonamiento Correcto Incorrecto Total
SN 27,7 53,2 80,9
NSN 2,1 2,1 4,2
Otro 43 6,4 10,7
B 0 4,3 4,3
Total 34,1 66

Nota. SN=Sentido numérico; PSN=Parcialmente sentido numérico; NSN=No
sentido numérico; B= Blanco.

Todas las respuestas incluidas en la categoria de sentido numérico hicieron uso de la
representacion grafica de las fracciones, siendo una gran proporcion de ellas incorrec-
tas, debido a que la seccion sombreada no se corresponde con la fraccion. Especial-

mente compleja resultd la representacion de la fraccion 3 Veamos algunos ejemplos

de respuestas.
En las figuras 23, 24 y 25, se muestra como algunos estudiantes realizan una re-
presentacion grafica de la situacion para estimar la suma de las fracciones.

queda a Carlos?

A. Maés de una pizza. ‘-‘MM- @
C. Exactamente una pizza.

D. No le queda pizza.
E. No sé decidir sin realizar el cdlculo exacto.

Figura 23. Respuesta correcta de sentido numérico del item 11
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queda a Carlos? ('%’(f /7 M adze
A. Mas de una pizza. //
® Menos de una pizza. //
C. Exactamente una pizza. //
D. No le queda pizza.
E. No sé decidir sin realizar el calculo exacto. \/
hezmana

@de gedan - %€ vra e

Figura 24. Respuesta incorrecta sentido numérico del item 11

Miés de una pizza.
Menos de una pizza.
Exactamente una pizza.
No le queda pizza.

No sé decidir sin realizar el calculo exacto.

i

2 2 ¢

mOoowp

Figura 25. Respuesta incorrecta de sentido numérico del item 11

Observamos que para muchos estudiantes, la fraccion % es la que produce las dificul-

tades del item, pues no la representaron de forma exitosa ni establecieron la compara-

., 1 . .y .
cidn correcta con i Lo que refleja que no es una fraccion que sirva de punto de refe-

rencia util para los estudiantes de este estudio.

Las estrategias de NSN son las que realizan algoritmo de la suma de fracciones
con distinto denominador, mediante el calculo del minimo comun multiplo, aunque el
numero de estudiantes que sigui6 ese procedimiento fue escaso.

En el item 12 los estudiantes debian identificar qué area sombreada en un cuadra-
do de lado uno representaba mejor el producto de dos fracciones proporcionadas, de
entre cuatro opciones propuestas. Se trataba del item de mayor dificultad a priori, cu-
yos resultados confirman dicha dificultad (ver tabla 8).

El éxito del item es el mas bajo de toda la prueba escrita 17,1%. Ademas, ningun
estudiante utilizé una estrategia que hiciese uso exclusivo del sentido numérico me-
diante la asociacion del producto como area de un rectdngulo cuyos lados eran cada
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uno de los factores de la multiplicacion. También se podria estimar usando puntos de

referencia a cada factor <% >, resultando el area de un cuadrado de lado % .

Tabla 8

Porcentaje de respuestas al item 12

Tipo de razonamiento Correcto Incorrecto Total
PSN 12,8 38,3 51,1
Otro 43 40,4 44,7
B 0 43 43
Total 17,1 83

Nota. PSN=Parcialmente sentido numérico; B= Blanco.

Por el enunciado del item, el uso de una representacion grafica es necesario. Por lo
que no cabe en el tipo de razonamiento el uso exclusivo de reglas o algoritmos para su
resolucion, de ahi que las respuestas sean PSN.

: o e 4
La respuesta habitual fue escribir el resultado exacto de la multiplicacion <§>

mediante un algoritmo y estimar el resultado como préoximo a 0,25. Veamos algunos
ejemplos que surgieron en este grupo de estudiantes.

En cuanto a la categoria PSN, en la figura 26, el estudiante utiliza el algoritmo de
la multiplicacion de fracciones para después identificar la representacion grafica del
resultado.

Explica tu respucsta,

W, 1.4
a 2L

Figura 26. Respuesta correcta parcialmente de sentido numérico del item 12

Las respuestas incorrectas se deben a errores de célculo o a no asociar el resultado ob-
tenido con la representacion gréafica correspondiente. También encontramos un tercer
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tipo de error en esta categoria, se trata del caso de los estudiantes que aplican una re-
gla memorizada que establece que un producto siempre devuelve un resultado mayor
que sus factores.

En la misma categoria, en otra de las soluciones se aplica una regla memorizada
del producto para después identificar la representacion grafica del resultado (figura

27).
: u\x\\a\‘co
WI Explica tu respucsta. :1, s le M\.,\‘é,g o (o m {
74

| por Sy e des modo 5> € 6 e

M—— é (czygues‘\c es @.@

Figura 27. Respuesta incorrecta parcialmente de sentido numérico del item 12

Las respuestas restantes se concentran en su mayoria en la categoria otro (44,7%) y
son aquellas que simplemente seleccionan una opcién, sin dar una explicacion de la
misma.

En resumen, los items de la prueba, relativos a fracciones en los que deben esti-
mar a partir de una representacion grafica, hacer una representacion de fracciones u
operaciones, ponen de manifiesto que los estudiantes de este estudio tienen serias difi-
cultades para interpretar el concepto de fraccion.

CONCLUSIONES

Los resultados de esta prueba invitan a reflexionar sobre determinadas habilidades y
carencias que demuestran dos grupos de estudiantes de segundo curso de secundaria,
al resolver tareas en las que se evaltian aspectos de su sentido numérico. Principal-
mente, el uso de puntos de referencia y de representaciones graficas. La prueba se di-
send de modo que el nivel de los conocimientos numéricos a utilizar no fuera un im-
pedimento para hacer surgir formas diferentes de razonar, asociadas con la estimacion
numérica y grafica, y con propiedades de los numeros. Este trabajo presenta limita-
ciones en los contenidos analizados y los resultados no son generalizables, pero lleva
a plantearse si el conocimiento numérico adquirido por estos estudiantes ha resultado
efectivo en determinadas situaciones o tareas numéricas.

En el andlisis de los resultados se observa una amplia variedad en el éxito y en las
estrategias segun los items, lo que se explica por la diferencia en los enunciados y en
los contenidos que abordan. La prueba no tenia como objeto establecer comparaciones
entre los items, pero consideramos que el éxito es muy bajo en algunos de ellos, te-
niendo en cuenta el nivel de dificultad matematica que implicaban.

Creemos que el bajo éxito del item 1, sobre asociar nimeros a situaciones cotidia-
nas, se debe a que los estudiantes no evaltian su primera respuesta. Este item no es una
tarea habitual para ellos y muchas de las respuestas erréneas son la primera opcion
numérica elegida, pues no se observa que hayan corregido o intercambiado los niime-
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ros que pudieran no ser correctos. Simplemente les basta con que el tipo de numero
“encaje” (entero, decimal,... o segin su tamafio). Esa es la razon por la que “hacen la
compra a las 2 de la madrugada”, o “pagan con un billete de 9 euros”. En cierta forma,
no valoran que ademas de que el tipo o tamaino del nimero sea adecuado, es necesario
que describa una situacion real.

Esta misma idea podemos extenderla al item 10a en el que hacen una distribucion
de porcentajes de actividades cotidianas, sin evaluar si las horas que implicarian res-
ponde realmente a su vida cotidiana. Aunque también en este item encontramos difi-
cultades de contenido matematico cuando realizan una distribucioén de los porcentajes
cuya suma es superior al 100%.

La ensefianza debe llevar a que los estudiantes den sentido a lo que responden, y
en definitiva, evaltuen lo razonable de un resultado (Yang, Li y Lin, 2008).

Encontramos un predominio de las reglas para resolver las tareas, en contraposi-
cioén con la busqueda de razonamientos alternativos en los que se pongan en marcha
propiedades matematicas, como ya se habia concluido en otros estudios internaciona-
les, citados en la introduccion. Esto se observa en varios items de la prueba, cuyos
porcentajes de razonamientos de sentido numérico son muy bajos, y en su mayoria
incorrectos (ver items 2 y 4). Los estudiantes tuvieron dificultad para usar puntos de
referencia que les permitiera llegar a un resultado aproximado. Por el contrario, prefi-
rieron razonamientos que les llevaran a un resultado exacto al ordenar, al multiplicar o
al hacer un calculo de una magnitud (items 5 y 6). La explicaciéon que damos es que,
por un lado, se sienten seguros con los métodos que llevan a respuestas exactas, pues
estan habituados a ellos, y por otro, puede ocurrir que piensen que esas son las res-
puestas que se esperan de ellos y que valoran los profesores. Por lo que, de nuevo, es
la practica de aula diaria la que debe hacer surgir las formas alternativas de razonar.

Mejores resultados se han encontrado en los items en los que se pide una estima-
cion a partir de una representacion grafica dada, tanto de tipo discreta (item 3), como
continua (items 7, 8), con excepcion del item 12 relativo a la multiplicacion de frac-
ciones. Destacamos en este tipo de items la influencia importante del tipo de nimero
que deben estimar, siendo mas sencillas la estimacion de cantidades enteras y expre-
sadas en forma decimal que en forma fraccionaria. No ocurre lo mismo cuando son
ellos los que deben construir la representacion grafica para obtener un resultado. Son
llamativas las dificultades para realizar un diagrama de sectores con porcentajes (item

10b) o para representar fracciones menores que la unidad % y % (items 9y 11).

En general, la prueba ha dejado patente que estos dos grupos de estudiantes tienen
dificultades importantes con las fracciones, en sus distintos usos, ordenar, representar
una fraccion menor que la unidad, o estimar a través de un grafico el resultado de una
operacion de suma y de multiplicacion.

Los resultados de la prueba nos sirvieron para concluir que los estudiantes no es-
taban habituados a tareas que implicaran el uso de puntos de referencia o la construc-
cion de representaciones graficas. Sin embargo, respondieron mejor a las estimaciones
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graficas ya dadas. Todo ello nos ayudo en el disefio de la secuencia de aprendizaje que
se aplicd posteriormente.

La propuesta para desarrollar el sentido numérico persigue que los estudiantes ad-
quieran ciertas habilidades en el manejo de los nimeros que les sean utiles en el estu-
dio de la propia matematica y fuera del contexto escolar. Se trata de realizar un apren-
dizaje de los numeros que les permita ser mas flexibles, reflexivos y criticos en la
resolucion de problemas numéricos, y que no les lleve a actuar siempre siguiendo un
método estandar de ejecucion.
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