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Se describe una investigacion sobre el proceso de ensenianza-
aprendizaje del concepto de integral definida en 2° Bachillerato de
Ciencias Sociales. El proceso de enserianza integra DERIVE y cdlculo
mental. El software se usa para mejorar la comprension del concepto de
integral definida y el calculo mental para mejorar el calculo de primiti-
vas. Se observa que, pese al desconocimiento inicial de DERIVE y la fal-
ta de practica en cdlculo mental, las orientaciones y el trabajo en el aula
permitieron llegar a unos resultados de aprendizaje aceptables. También
se valora la opinion de los alumnos sobre la integracion de DERIVE y el
cdlculo mental en la docencia.
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DERIVE and Mental Calculation as Contributions to Definite Integral
Learning

This paper describes the research about the process of teaching and
learning the concept of definite integral in the 2nd higher secondary-
education course of social sciences. The process of teaching integrates
DERIVE and mental calculation. The software is used to improve the
understanding of the concept of definite integral, and mental calculation
to improve the calculation of primitives. It is observed that this teaching
methodology of integration improves the conceptual scheme that stu-
dents develop on the concept and stimulates the increase of math skills.
Moreover, despite the difficulties encountered by the students in the
practice of these methodologies, these have proved to be good motiva-
tors for learning.
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El origen de esta investigacion, por una parte, es la constatacion profesional de
los autores de las dificultades que encuentran los estudiantes en la comprension
del concepto de integral definida y, por otra, la creencia de que DERIVE vy el
calculo mental facilitan y motivan el estudio de este concepto. Creemos que, para
obtener una mejora real de la docencia, no basta solamente con plantear una se-
cuencia didactica, sino que el profesor debe conocer también las dificultades de
comprension asociadas al aprendizaje de los conceptos, por ejemplo, al concepto
de integral definida, como es nuestro caso.

La investigacion que se describe estd inmersa en la tesis doctoral realizada
por Porres (2012). En esta, ademas de hacer un estudio epistemolédgico exhausti-
vo del concepto de integral definida, se investiga la comprension del mismo por
alumnos de 18 afios, de 2° de Bachillerato de Ciencias Sociales. Para ello, se in-
tegran procedimientos clasicos de pizarra, lapiz y papel, con nuevas tecnologias
como el software DERIVE y la metodologia de célculo mental, centrandonos en
estos ultimos.

Los programas informaticos de calculo simbolico son herramientas que faci-
litan la formacién y reconocimiento de sumas de Riemann y Darboux', permiten
experimentar numérica y graficamente con ellas (Martin y Velasco, 2001; Orton,
1983), y potencian la visualizacién (Llorens y Santonja, 1979). En suma, el uso
del laboratorio informatico crea una matematica mas dindmica (Artigue, 2003a).
Ademas, el uso del ordenador en el aula como recurso didactico, facilita la ense-
fanza y el aprendizaje del calculo integral, puesto que permite coordinar distintos
registros de representacion del concepto sin excesivo formalismo (Lois y Milevi-
cich, 2008). Y también ahorran tiempo y facilitan al estudiante el acceso al pen-
samiento matematico avanzado (Depool, 2004; Gonzalez-Martin, 2006; Heid,
2002). Por otra parte, creemos que el ordenador es un elemento motivador del
aprendizaje (Depool, 2004; Turégano, 1994) y que el software DERIVE es am-
plificador y reorganizador del curriculo (Camacho, 2005). Somos partidarios de
combinar la docencia tradicional con el uso del software DERIVE para trabajar
tareas en grupo y que los alumnos aprendan desde la reflexion sobre la discusion
de los procesos llevados a cabo en las actividades (Depool, 2004; Gonzalez-
Martin, 2006). La visualizacion que facilita el software DERIVE permite adquirir
facilmente la idea de mejor aproximacion que cualquier otra prefijada que con-
duzca a la comprension del concepto de integral definida y su discriminacion con
el area que representa’. Finalmente, consideramos que se refuerza la comprension
de este concepto si los propios alumnos construyen sumas de Darboux y Rie-
mann con un programa informatico, porque se consigue una fundamentacion mas

' Se observa una confusion generalizada en los libros de textos ya que confunden las sumas de
Riemann y las de Darboux (Porres, 2012). Nosotros consideramos que estas ultimas son las que
se deben utilizar para introducir el concepto de integral definida.

? En funciones no positivas el area es el valor absoluto de la integral definida.
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solida de las construcciones mentales (Dubinsky y Schwingendorf, 1990; Muioz,
2007).

Por otra parte, no se han encontrado antecedentes especificos sobre la inte-
gracion de la metodologia de célculo mental en el aprendizaje del concepto de
integral, pero si de autores que defienden este tipo de metodologia, como Goémez
(1994, 1998), Ortega y Ortiz (2002), Ortiz y Ortega (2009) que, ademas, dan es-
trategias concretas para utilizar esta metodologia en el aula. Es indudable, que
ejercitar a los alumnos en el calculo mental les aporta numerosos beneficios
(Cortés, 2001; Cortés, Backhoff y Organista 2004, 2005; Segovia y Castro,
2009). Entre ellos, destacamos los siguientes: seguridad en el manejo de datos y
resolucion de problemas, habilidad para realizar estimaciones y, sobre todo, au-
toconfianza para abordar situaciones matematicas. Aunque las investigaciones de
todos estos autores se centran en cédlculo mental aritmético, estimamos que este
tipo de calculo es susceptible de ponerlo en practica asociado a cualquier conte-
nido curricular de educacion secundaria y que las ventajas sefialadas se mantie-
nen.

Ante estos antecedentes y desde nuestra experiencia docente, pensamos que
es interesante investigar las aportaciones del uso de DERIVE y de la metodologia
de calculo mental en el aprendizaje de la integral definida por alumnos del Bachi-
llerato de Ciencias Sociales, atendiendo a dos objetivos de investigacion que se
presentan a continuacion.

¢ Analizar la integracion del programa de célculo simbolico DERIVE, apli-

cado al desarrollo tedrico-practico de la integral definida, en el proceso de
ensefianza del profesor y aprendizaje de los estudiantes.

¢ Descubrir los logros y las dificultades que tienen los estudiantes al resol-

ver mentalmente integrales indefinidas sencillas, que sean muy parecidas a
las que figuran en las tablas de primitivas.

Nuestra experiencia como profesores de esta etapa educativa nos lleva a pensar
que existen dos deficiencias importantes que pueden influir en la docencia y, por
ende, en la investigacion: estos alumnos no estan acostumbrados a la practica del
calculo mental en clase de matematicas y tampoco han manejado o conocen el
software DERIVE. En consecuencia, el profesor deberd instruirles en ambos re-
Cursos.

EL MARCO DE LOS ACTOS DE COMPRENSION

Después de que Skemp (1976) estableciera las diferencias entre conocimiento y
comprension matematica han surgido diversos marcos descriptivos de tales no-
ciones (Meel, 2003). Entre ellos, destacamos el marco de Sierpinska (1990) por
su sencillez y facilidad de aplicacion. Este marco tiene cuatro actos de compren-
sion y, sin duda, es el que mejor se ajusta a nuestra investigacion.
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Identificacion. Este acto consiste en la repentina percepcion de objetos que co-
rresponden a la denominacion del concepto (relacionado con el concepto en cues-
tion) o a la identificacion de un término como si tuviera estatus cientifico.

Discriminacion. Es la diferenciacion entre dos objetos, propiedades o ideas que
estaban anteriormente confundidas.

Generalizacion. Consiste en darse cuenta de la no esencialidad de una presuncion
o de la posibilidad de extender el rango de las aplicaciones.

Sintesis. Consiste en aprehender relaciones entre dos o mas propiedades, hechos
u objetos y organizarlos en un todo consistente.

En este marco se considera que comprender el concepto es aprehender su signifi-
cado y esto, ademds de identificar a los objetos matematicos, requiere discrimi-
nar, generalizar y sintetizar los significados asociados a los elementos particula-
res de su estructura. En palabras de la propia Sierpinska (1990),

estos significados particulares tienen que ser captados en actos de com-
prension (...) Una descripcion de los actos de comprension de un con-
cepto matemdtico contendria, de este modo, una lista de los obstaculos
epistemologicos relacionados con este concepto, proveyéndonos de in-
formacion mas completa sobre su significado. (pp. 27-28)

Asi pues, Sierpinska considera que los actos de comprension y los obstaculos
epistemoldgicos son complementarios en el sentido de que la comprension puede
medirse mediante el numero de obstaculos epistemoldgicos superados. Con este
pensamiento, hemos creado dos tablas, una relativa al calculo mental y otra a las
tecnologias informaticas, en las que se han especificado los actos de compren-
sion, y los posibles obstaculos y dificultades asociados a cada acto. Unos y otros
aparecen identificados con un codigo alfanumérico el cual consta de dos letras
seguidas de un subindice numérico. La primera letra siempre es C (acto de com-
prension) u O (obstaculo), seguida de una de las dos letras: M (céalculo mental,
referente a los resultados de los estudiantes en calculo mental de primitivas ele-
mentales) o T (tecnologias informaticas, es decir, los actos de comprension deri-
vados del uso de DERIVE y del programa de utilidades implementado para la
ocasion); los subindices numéricos son correlativos.

Para construir estas tablas de analisis nos hemos inspirado en las tablas de
comprension utilizadas por Garcia-Olivares (2008) y Pecharroman (2008), que
fueron construidas para analizar el concepto de funcion y sus propiedades globa-
les. Ademas, se ha considerado la descomposicion genética (Asiala et al., 1996)
de la integral definida utilizada por Boigues, Llinares y Estruch (2010), aunque
estos autores no asocian ni actos de comprension ni obstaculos a los elementos
particulares. En la tabla 1 se muestran actos de comprension, segun el modelo de
Sierpinska, y posibles obstaculos y dificultades asociados al célculo de primitivas
elementales mediante el calculo mental.
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Actos de comprension y posibles obstaculos y dificultades asociados al calculo
de primitivas elementales mediante el cdalculo mental

Actos de comprension

Obstaculos y/o dificultades

CM;: Identificacion del concepto de
primitiva como antiderivada.

CM;: Generalizacion de que dos
primitivas de la misma funcion se
diferencian en una constante.

CM;: Sintesis:ff(x)dx =F(x)+k;
F'(x)=f(x)

CMy: Identificacion de los tipos de
funciones: polinémicas, trigonométricas,
potenciales, exponenciales y racionales.

CMs: Identificacion y aprendizaje
comprensivo de la tabla de primitivas de
funciones elementales del libro de texto.

CMg: Generalizacion, sintesis y
aprendizaje comprensivo de la tabla de
primitivas de funciones compuestas. Por
ejemplo:

+1
ff(x)"f’(x)dx =%+k, n=0.
n

CM7: Sintesis de que el calculo de
primitivas de muchas funciones no es
dificil si se han hecho muchas derivadas.

CMg: Sintesis de que el calculo de
primitivas elementales puede hacerse
mediante el calculo mental.

CMjy: Generalizacion del calculo de
primitivas similares a las de la tabla del

libro de texto mediante el calculo mental.

OM;: Derivar es dificil. Calcular primitivas
es “ir hacia atras”, por tanto, mas dificil.
OMQZ
funciones Fj(x) = sen’x 'y F,(x)= —cos” x
son dos primitivas de y resulta dificil
encontrar la relacion F,(x) = F{(x)+k.

No es evidente, por ejemplo, las

OM3: Integrar y derivar genera confusion.

Se deriva la funcién integrando en lugar de

integrarla.

OMy: Es dificil distinguir unas funciones de

otras. Por ejemplo: f(x)=sen’x 'y
2

g(x) = senx”.

OMsI

integracion. Por ejemplo: f P dx=x"+k.

Se omiten factores constantes de

OMg: Se considera, errdbneamente, que “la
integral del producto (cociente) es el
producto (cociente) de las integrales”. Por
ejemplo:

f(x2+3)52xdx=£x2—;3f-x2+k

OM7;: No se ha aprendido, con la
comprension  necesaria, la tabla de
derivadas del libro de texto.

OMs: El calculo mental exige mucha
concentracion 'y es muy facil cometer
errores.

OMy: No se ha aprendido y asimilado la
tabla de integrales inmediatas del libro de
texto.
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Tabla 1
Actos de comprension y posibles obstaculos y dificultades asociados al calculo
de primitivas elementales mediante el cdalculo mental

Actos de comprension Obstaculos y/o dificultades
CM: Identificacion y discriminacion de  OM;: Las sucesivas relaciones entre
primitivas de una funciéon mediante integracion y derivacion y la determinacion
calculo mental. Por ejemplo, “Si una de factores constantes de integraciéon son

primitiva de e es e", entonces una dificiles de controlar.

primitiva de e sera ¢?*; sin embargo, la

derivada de ¢** es 2 ¢** En consecuencia,

la integral de ¢ es e** /2 + k.

CM;;: Sintesis de que el calculo mentaly  OM;;: El método del cambio de variable es

el cambio de variable son dos métodos de demasiado artificioso.
integracion no excluyentes.

CM;,: Sintesis de que el célculo de OM,: Muchos alumnos consideran que en
primitivas se amplia con estudios mas sus estudios posteriores no necesitan
avanzados. calculo integral.

CM;3: Sintesis de que se pueden calcular  OM;3: No es necesario resolver integrales,
primitivas con las nuevas tecnologias. lo hacen los ordenadores.

Nota. CM=Acto de comprensién-Célculo mental; OM=0Obstaculo-Calculo mental.

En la tabla 2 se muestran los actos de comprension, segin el modelo de Sierpins-
ka, y posibles obstaculos y dificultades asociados a la utilizacion del programa de
calculo simbodlico DERIVE.

Tabla 2
Actos de comprension y posibles obstaculos y dificultades asociados a la utiliza-
cion de DERIVE

Actos de comprension Obstéculos y/o dificultades
CT;: Identificacion de DERIVE como OT;: Las instrucciones y comandos de
software valido para la ensefianza y el DERIVE tienen un lenguaje propio que es
aprendizaje de la integral definida. necesario aprender o, al menos, practicar
previamente.
CT,: Sintesis relacional de las OT,: Existen distintas representaciones
instrucciones de DERIVE y los conceptos semidticas de los conceptos de integral
de la integral definida. definida y el software puede hacer que los

estudiantes consideren las representaciones
informdticas como internas y no conscientes
(Duval, 1995).
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Actos de comprension y posibles obstaculos y dificultades asociados a la utiliza-

cion de DERIVE

CT;: Generalizacion, por medio de
DERIVE, de distintas representaciones de
la integral definida: graficas, numéricas y
simbdlicas en un contexto informatico. El
software da una percepcion dindmica del
concepto (Duval, 2006).

CTj4: Sintesis de la necesidad de
implementar un programa de utilidades
de la integral, complementario a
DERIVE, que transfiera los conceptos del
lenguaje matematico usual al lenguaje
informatico.

CTs: Identificacion y discriminacion de
cada uno de los conceptos matematicos
especificos (particion, sumas inferior y
superior, etc.) con una instruccidon propia
del programa de utilidades, por medio de
la cual se obtenga su correspondiente
representacion grafica y/o calculo
numerico.

CTe: Sintesis de que pueden modificarse
los algoritmos de lapiz-papel por otros
nuevos en el contexto informatico, por
ejemplo, es mas facil el calculo de areas
mediante el valor absoluto de la funcion
integrando.

CT7: Discriminacion entre area e integral
definida.

CTjs: Sintesis de la integral indefinida
como la superficie recorrida entre la
grafica de una funcidn, el eje de abscisas,
una recta vertical fija y otra variable.

OTs: Los conceptos matematicos que
subyacen en DERIVE pasan desapercibidos
a los alumnos; por tanto, el equipo
investigador considera que deben emerger
todos ellos para que el mayor numero
posible de estudiantes los adquieran
conscientemente.

OT4: Los alumnos no pueden implementar
ningun programa informatico, exige mucho
tiempo y estudio.

OTsa: Al ejecutar el programa de utilidades:
las nuevas instrucciones informaticas no
admiten ningin error, “el ordenador no
entiende lo que se escribe si se escribe mal”,
es decir, si la sintaxis no es correcta.

OTsp: Interpretacion erronea de las sumas de
Darboux o Riemann.

OTs: Los alumnos afirman: “El valor
absoluto de la integral es la integral del
valor absoluto de la funcion integrando”.

OT57: Célculo de integrales definidas y areas
de funciones impares cuyos extremos de
integracion sean opuestos.

OTs: Para que el ordenador reconozca las
variables el alumno debe determinarlas
correctamente.
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Tabla 2
Actos de comprension y posibles obstaculos y dificultades asociados a la utiliza-
cion de DERIVE

CTo: Sintesis de que DERIVE calcula OTo,: No es necesario el calculo mental de
primitivas. primitivas, lo hace el ordenador.

OTg,: En ocasiones debe traducirse el
resultado del ordenador a la escritura
habitual, en otras es incomprensible.

CTio: Las nuevas tecnologias favorecen ~ OTj: Los estudiantes realizan un “acto de
el aprendizaje de las Matematicas. fe” ante los resultados que presenta el
ordenador.

Nota. CT=Acto de comprension-Tecnologias informdticas; OT=Obstaculo-Tecnologias infor-
maticas.

Consideramos que, para un determinado concepto matematico, los actos de com-
prension y los obstaculos asociados a los mismos no tienen una Unica asociacion
y que pueden darse varias materializaciones. Por esa razon, hemos tratado de ser
exhaustivos para que el andlisis de los datos se pueda hacer con mayor rigor y
con la méxima objetividad. Los actos de comprension y los obstaculos, descritos
y la descomposicion genética de la integral seran las guias mediante las cuales
realizaremos nuestra investigacion practica de la ensefianza y el aprendizaje de la
integral definida en alumnos de bachillerato de ciencias sociales. Es decir, son un
referente para el desarrollo de la docencia y los utilizamos para catalogar los
errores y dificultades de aprendizaje, lo que permite caracterizar el aprendizaje de
los alumnos de la muestra.

METODOLOGIA DE INVESTIGACION

Se sigue una metodologia de investigacion cualitativa, en concreto la metodolo-
gia de investigacion accion, organizada en seis ciclos de investigacion: uno de
exploracion, dos de confirmacion (2° y 3°), otros dos de consolidacion (4°y 5°) y
otro de cierre (el 6°), en el que se produce la saturacion de datos. La parte expe-
rimental de todos los ciclos se desarrolld en el Instituto de Ensefianza Secundaria
Félix Rodriguez de la Fuente (Burgos), con alumnos de 2° de Bachillerato de
Ciencias Sociales. En todos los ciclos se han hecho triangulaciones entre las di-
versas fuentes documentales: alumnos, investigador, observador externo y direc-
tor de la investigacion. El nimero de alumnos de la muestra en cada ciclo se sitia
en torno a 20. Todos los grupos tenian alrededor del 10% de alumnos repetidores
y entre el 10% y el 20% de los alumnos eran de escaso rendimiento en matemati-
cas.

En el primer ciclo se sigue una docencia tradicional y se exploran las poten-
cialidades de los alumnos en relacion con el software DERIVE y el célculo men-
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tal. En el resto de ciclos, se pone en practica una docencia teérico-practica inter-
activa: el profesor explica y los alumnos intervienen continuamente; en esta do-
cencia se utilizan medios tecnologicos para la exposicion tedrica, se hacen prac-
ticas de la integral definida con DERIVE, se instruye a los alumnos en calculo
mental de primitivas elementales y el profesor investigador preconiza una aten-
cioén personalizada con el fin de incrementar la atencién y motivacion en cada
uno de los estudiantes. Se utilizan diversas herramientas de recogida de informa-
cion: grabaciones de las clases en audio, cuadernillos de trabajo y pruebas de los
alumnos, cuaderno de aula del profesor, informe del observador externo, test que
recogen las opiniones de los alumnos y grabaciones de entrevistas.

Las actividades que se han propuesto a los estudiantes en el aula de informa-
tica las han tratado de realizar por parejas, distribucion que para nosotros y para
algunos autores es la mejor (Cabezas, 2001; Kutzler, 1997). Se ha utilizado DE-
RIVE y las tareas fueron muy diversas primando siempre la reflexion a través de
la visualizacion: representar graficamente varias funciones, representar y calcular
sumas inferiores y superiores, calcular areas e integrales definidas, representar la
superficie comprendida entre dos curvas y calcular su area y, por ultimo, repre-
sentar la funcidn integral indefinida como la superficie comprendida entre la gra-
fica de una funcion, el eje de abscisas y dos rectas verticales (la primera fija y la
segunda variable), asi como, determinar la expresion analitica de dicha funcion.

DESARROLLO DE LA INVESTIGACION

A continuacion, se presentan de forma separada sendos resimenes del desarrollo
de la investigacion. En primer lugar, se describe la integracion del calculo mental
en la docencia y después se aborda la experiencia correspondiente al uso del
software DERIVE.

Calculo mental

Siendo conscientes de que estos alumnos no habian practicado célculo mental en
los cursos previos de educacion secundaria, se inicié esta metodologia para el
calculo de derivadas e integrales indefinidas elementales con el fin de ganar flui-
dez. Para ello, se destinaron los ocho primeros minutos de diez sesiones a esta
actividad. Al finalizar esta practica, las parejas de alumnos realizaron una prueba
escrita de célculo mental con diez items sobre derivadas y veinte sobre primiti-
vas.

Las sesiones de iniciacion a la practica del calculo mental fueron grabadas en
audio, de manera que los datos para el andlisis se obtienen de estas grabaciones y
también del cuaderno de campo del profesor-investigador, del analisis de cada
uno de los cuadernillos teorico-practicos de los estudiantes y de la correccion de
las pruebas escritas del calculo de derivadas y primitivas inmediatas.

Tras el andlisis, se observa que algunos alumnos tienen dificultades para de-
rivar funciones elementales muy sencillas. Llama la atencidon que, en algin caso,
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se interpreta “In” como una constante, que uno de los alumnos no ha derivado
bien ninguna de las funciones propuestas.

A continuacion, en la figura 1, se muestran tres ejemplos de respuestas de la
prueba escrita relativa al calculo mental de tres parejas de alumnos que ponen de
manifiesto la diversidad de conocimiento que existe en el aula.

En la primera respuesta, a pesar del uso de paréntesis, se observa un obstacu-
lo OM,. Es posible que confunda la funcion seno del angulo doble con la funcion
seno cuadrado y después no trata bien el coeficiente angular. La segunda respues-
ta es correcta y evidencia lo oportuno del calculo mental para el calculo de primi-
tivas de este tipo. En la tercera respuesta puede que haya una falta de conoci-
miento u olvido de las identidades trigonométricas y esto le lleva a no saber rela-
cionar la funcion integrando con la logaritmica. Esto estd relacionado con los
obstaculos OM;, OMy y OMyj.

f@)=sen2x)  f'(x)= %
Inx 7
e Cax . Ila 2xdx = :
di= € ¢
e €ai [ e St~

Figura 1. Ejemplos de tres respuestas

Software DERIVE

Como se ha indicado, los alumnos desconocian DERIVE, por lo que fue necesa-
rio pautar su uso a través de un cuadernillo de trabajo que contenia todas las ta-
reas que debian realizar. Cada una de ellas contenia las correspondientes instruc-
ciones para que los alumnos pudieran realizar la actividad, asi como espacios en
blanco que debian ir rellenando con resultados intermedios y la solucion final de
cada una de las actividades.

A continuacion, se presentan los objetivos de docencia que perseguian con
las actividades que se plantearon a los alumnos y que todas estaban encaminadas
a la consolidacion de los aprendizajes asociados al concepto de integral definida.
Estas actividades estaban impresas en un cuadernillo de trabajo que los alumnos
debian cumplimentar utilizando el programa DERIVE.

¢ Representar la funcién f(x) = x’y realizar la construccion dinidmica de

areas y sumas (superiores e inferiores) de Darboux en el intervalo |_1, 3J, y
también de sumas de Riemann.

¢ Valorar la comprension de los estudiantes de que las sumas inferiores,

s(f,P,).y superiores, S(f,P,), de Darboux determinadas por la sucesion
(b - a)i }n
1

n

de particiones P, = {a + tienen ambas como limite el area

=0
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comprendida entre la curva de f(x) = x°, el eje de abscisas y las dos rectas
verticales,x =a y x=b5.
¢ Valorar la comprension de los alumnos del hecho de que si tomamos una
sucesion cualquiera de particiones del intervalo |_a, bJ , por ejemplo,
(b-a)

n
0,= {a+2—} U {b} entonces, aunque existen los limites de las
n
i=0

sucesiones s(f,0,)y S(f,Q,), no necesariamente coinciden con el area
comprendida entre la curva de la funcion f(x), el eje de abscisas y las dos
rectas verticales que pasan por los extremos del intervalo.

¢ Establecer la necesidad de definir los conceptos de integral inferior como
el extremo superior de las sumas inferiores e integral superior como el ex-
tremo inferior de las sumas superiores.

¢ Considerar que es posible establecer la integrabilidad de una funciéon en
un intervalo compacto mediante el teorema de integrabilidad de las fun-
ciones integrables.

¢ Considerar que el valor aproximado “bueno” de un area puede ser la semi-
suma de las sumas inferior y superior o la correspondiente suma de Rie-
mann y compararlo con el valor real calculado mediante la regla de Ba-
rrow, valorando asi la utilidad del teorema fundamental del calculo para
calcular éreas.

¢ Discriminar los conceptos de integral definida y area entre la grafica de
una funciodn, el eje de abscisas y dos rectas verticales, x=a y x = b.

¢ Considerar que, para hallar el area comprendida entre dos funciones, no es
suficiente calcular la integral definida de la funcion diferencia entre las
raices inferior y superior y, por tanto, es necesario determinar todas las
raices de dicha funcion.

¢ Considerar que para calcular el area finita comprendida entre dos funcio-
nes es suficiente calcular la integral definida del valor absoluto de la fun-
cion diferencia entre sus raices inferior y superior.

¢ Establecer la funcion integral como el area de la superficie recorrida por la
grafica de una funcion, el eje de abscisas, una recta fija vertical y otra rec-
ta que se desplaza perpendicular a las abscisas a la derecha de la anterior.

¢ Representar la funcion integral. H(x) = f h(t)dt,a < xde dos formas dife-

rentes, a saber: mediante las coordenadas de los puntos (x, H(x)) y como
la superficie expresada anteriormente.

Los alumnos cumplimentaron en cada uno de los ciclos un cuadernillo de trabajo
que constaba de los siguientes items: 16 en cada ciclo de confirmacion, 10 en
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cada ciclo de consolidacion y 14 en el ciclo de cierre. En total se cumplimentaros
66 items en los cinco ciclos de experimentacion.

A continuacién, como ejemplo de los mismos, se transcriben cinco de ellos
(dos de los ciclos de confirmacion, dos de los ciclos de consolidacion y otro del
ciclo de cierre). A cada una de las transcripciones de estos items les sigue el es-
caneo de la respuesta dada por uno de los alumnos del ciclo correspondiente y en
el pie de los mismos, como titulo de la figura, se muestran las iniciales de los
nombres de los alumnos que han realizado la actividad. Aunque, como es logico,
se han analizado todas las respuestas de los alumnos en todos los items, aqui se
hace un breve comentario en cada una de las respuestas escaneadas.

ftem n° 5 de los ciclos de confirmacion. {Cuanto crees que vale el area de la parte
coloreada que contiene la curva? f(x) = x* en |_1, 3J. Supongamos que es la semi-

suma de los wvalores inferior y superior para n=12. Escribe VA-
LOR_MEDIO(n):=(VALOR INFERIOR(n)+VALOR_SUPERIOR(n))/2, pulsa

' =] o serd
=1. Escribe VALOR MEDIO (12). Pulsal=l y pulsa . (Crees que ése sera el
valor? Razona la respuesta.

Lee-  wee weQreSQ\x\\c,éoS \es \ees sues, QAoherenes -

(_ €33, 8'¢ 35(L0'7SA

« y
Sumes XD
\“X'Q»V\O( ?)tll‘nc,\ - ?\X\\(‘,:
2NN

A eNvorres YU A Sxec exte \oo Yorcidn €Cx) = 2, e\l eie

Se. occises v \es recdes x= A v x=> \Reve eye e RENEE{ SE
SRS ' (ES LV\\%\J\Q){) ™ R'!' Q25 (‘;,Q;\(‘c:. Qte. Q{emu\\\.x\s ; es

O remsS  @w \oe o q'Sv

Figura 2. Respuesta de los alumnos SSy VV

La respuesta de los alumnos SS y VV (figura 2) pone de manifiesto que estos
alumnos han comprendido la relacion entre las sumas de Darboux y las de Rie-
mann.

Item n° 8 de los ciclos de confirmacién. Se considera la funcion f(x) = x*. Ima-
gina que el intervalo |_1, 3J se divide en 1000 subintervalos, no todos de la misma

amplitud, si calculamos el valor inferior y el valor superior para esos 1000 subin-
tervalos con otro algoritmo distinto a los anteriores, llamémoslos L(1000)y

U(1000), respectivamente, ;Se aproximaran obligatoriamente esos valores al
area? Dibuja tal circunstancia.
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¢ Obligatoriamente esos valores se aproximaran a “A”? N‘y\ IR Qt& W.
tancia, , '-‘”V

RN
e \ §
, L NN
-3 2 3 4

~V 4
Figura 3. Respuesta de los alumnos NC y RG

Los algoritmos anteriores a los que se refiere son uniformes (subintervalos de la
misma amplitud). A veces, como ocurre en este caso, no es dificil interpretar la
comprension de los alumnos, pero no siempre es asi. En la figura 3 se percibe
que los alumnos NC y NG consideran subintervalos de |_1, 2J, pero para estos

alumnos, con sus propias palabras, el subintervalo |_2, 3J es “intocable” y, por

tanto, interpretan correctamente que aumenta el nimero de subintervalos si no
guardan relaciéon con los anteriores no implica que las sumas de Darboux se
aproximen respecto a otras sumas relativas a otra particion con menos subinter-
valos. Con la expresion “cuando tiende a infinito la funcién es igual” (figura 3)
quieren dar a entender que al dejar a |_2, 3J intocable, las sumas inferior y supe-

rior de este subintervalo no varian, aunque las que correspondan a |_1, 2J si que se
aproximen.

Item nimero 10 del ciclo de consolidacién. Introduce las funciones
P(x)=x"+1,0(x) = 2x* + x —1. Representa y calcula el area comprendida entre
estas dos curvas.

Escribe: AreanBetween Curves: (P(x), Q(x), —1<x<2
[Introducir y Simplificar (Ctrl + Intro), ]

[Ventana 2D, ], [Editar/Borrar Todas las Graficas (Crtl + D)],

[Representar Expresion, ] Copia y pega > y
Escribe: [Int(H(x), x,-1,1), Int(H(x),x,1,2), Int(abs(H(x)),x,-1,2)],

[Introducir y Simplificar (Ctrl + Intro),]. Explica brevemente lo que acabamos
de hacer.
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1 rd :
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Figura 4. Respuesta de los alumnos BP y NV

Los alumnos BP y NV indican lo que acaban de hacer: descomponer el intervalo
de integracion en dos |_— 1, IJ y |_1, 2J en los que la funcion diferencia es positiva y
negativa respectivamente. Después calculan las integrales de H(x) en estos in-
tervalos y la de absH(x) en |_— 1, 2J y comprueban que el valor de esta ultima es
igual a la suma del valor de la integral en |_— 1, IJ (que coincide con el valor de su
area) mas el valor de la integral en |_1, 2J, que para que coincida con su area deben
cambiarle de signo. Para una completa identificacion les faltaria expresar el re-
sultado de la suma de fracciones mediante la fraccion candnica, aunque parece
ser que han considerado su expresion decimal aproximada.

3
Item 12 del ciclo de cierre. Introduce la funcién G(x) = %, representa el area

determinada por esta funcion, el eje de abscisas y las rectas x=-2 y x=4...
Siguen instrucciones de DERIVE y se pregunta: ;Qué debes hacer para calcular
el area comprendida entre la curva, el eje de abscisas y las dos rectas verticales?

dos rectas verticales? (. oF o (&Q . Aoc Wt <@ \oloc "G se Culo

lon @m\?{l hacer C&QS wle (ﬁ(c’\ Ces (icx\‘c& guee  no Se

(Oﬂ(\xcq*\r es Gsf e

Figura 5. Respuesta de los alumnos RS y GF

Los alumnos RS y GF distinguen entre si el calculo se hace usando DERIVE o
lapiz y papel. La respuesta es ldgica, ya que ellos no saben cémo calcula el soft-
ware que gobierna. El calculo que hacen con el ordenador procede exactamente
igual que con lapiz y papel, cambiando el signo de la funcién en el subintervalo
en el que es negativa. Sin embargo, su respuesta se puede considerar totalmente
valida ya que han entendido que de lo contrario la parte negativa “contrarresta la
positiva” y se obtendria un resultado erréneo.

Item 13 del ciclo de @ cierre. Introduce las funciones
P(x)=x"+1,y O(x)=2x>+x-1. Representa y calcula el area comprendida
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entre estas dos curvas. Siguen instrucciones de DERIVE para guiar a los alumnos
(como en el item 10 del ciclo de consolidacion) y se les pregunta: Explica bre-
vemente lo que se acaba de hacer.

32_*;-~(:> . 2E 2T A
3 22" X2 S sogasias )

S 30 X8

Q}LUG ({< Fl(ew@uu - ﬁ
ADLXUOL \u&@(\oc - 27 /“32“

S0l sipoctor s SLQ =

Figura 6. Respuesta de los alumnos LB y SM

La respuesta dada por los alumnos LB y SM es totalmente errdnea. Interpretan
los resultados de célculo que han efectuado con el ordenador como si fueran va-
lores de las sumas de Darboux y de Riemann respectivamente. Ellos saben que
los valores de las sumas de Riemann son intermedios de los valores de las sumas
inferiores y superiores de Darboux y es lo que afirman en su respuesta e interpre-
tan que el valor que aparece en segundo lugar debe ser el que corresponde a la
suma de Riemann por estar en el medio (sin duda, estan influenciados por el item
7 de este ciclo en el que la situacion de las sumas de Darboux y de Riemann era
¢ésta) y ni siquiera tienen en cuenta el signo negativo de la segunda fraccion. Esta
respuesta evidencia el obstaculo OTj;, ya que, para estos alumnos, los conceptos
matematicos que subyacen pasan desapercibidos, y también el obstaculo OTsy, ya
que confunden las sumas de Riemnn y de Darboux con los valores de la integral.

La tabla 3 muestra las frecuencias de las puntuaciones alcanzadas por los
alumnos en los 14 items propuestos en el ciclo de cierre. Las respuestas se han
cuantificado en una escala de 1 a 5 puntos y se ha redondeado valores enteros. En
la tabla 3 puede apreciarse que los resultados son aceptables.
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Tabla 3

140

Resumen de las frecuencias, porcentajes y medidas del tratamiento de los
items/niveles de las prdcticas de la integral con DERIVE

Niveles de respuesta Medidas
ftem 1 2 3 4 5 Mo 2 X
1 2 0 0 8 8 45 74 411
(11,11%) (0%) (0%)  (44,44%) (44,44%)
2 0 0 4 0 14 5 82 4,56
(0%) (0%)  (22,22%)  (0%)  (77,78%)
3 2 0 2 0 14 5 78 4,33
(11,11%) (0%)  (11,11%)  (0%)  (77,78%)
4 2 0 4 0 12 4 74 4,11
(11,11%) (0%)  (22,22%)  (0%)  (66,67%)
5 2 4 0 12 0 4 58 3,22
(11,11%)  (22,22%)  (0%)  (66,67%)  (0%)
6 4 4 0 10 0 4 52 2,89
(22,22%)  (22,22%)  (0%) (55%) (0%)
7 2 0 4 12 0 4 62 3,44
(11,11%) (0%)  (22,22%) (66,67%)  (0%)
8 Es un item de observacion y, por tanto, no evaluable
9 10 0 0 0 8 1 50 2,78
(55,56%) (0%) (0%) (0%)  (44,44%)
10 2 6 0 4 6 3,5 60 3,33
(11,11%)  (33,33%)  (0%)  (22,22%) (33.33%)
11 4 2 2 0 10 5 64 3,56
(22,22%)  (11,11%) (11,11%)  (0%)  (55,56%)
12 2 2 4 4 6 5 64 3,56
(11,11%)  (11,11%) (22,22%) (22,22%) (33.,33%)
13 6 4 6 2 0 2 40 2,22
(66,67%) (22,22%) (66,67%) (11,11%)  (0%)
14 8 0 6 0 4 3 46 2,56
(44,44%) (0%)  (33,33%) (0%)  (22,22%)
Total 46 22 32 52 82 5 804 3,44
(19,66%)  (9,40%) (13,67%) (22,22%) (35,04%)
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OPINIONES DE LOS ALUMNOS

Con el fin de determinar la valoracion que hacen los alumnos de su interaccion
con DERIVE y de la practica de calculo mental, después de haber realizado las
practicas se pasaron dos encuestas de respuesta cualitativa tipo Likert (1 en total
desacuerdo, ... y 5 totalmente de acuerdo). En la primera, que constaba de 10
items, se recogian opiniones sobre la integracion de calculo mental para el apren-
dizaje de la integral definida. La segunda, de 5 items, se preguntaba sobre la
practica con DERIVE. En ambas encuestas, la ultima de las cuestiones era abier-
ta para que expresaran una pequena reflexion al respecto.

Test sobre calculo mental sin tecnologias
En el test sobre calculo mental sin tecnologias se plantearon las siguientes cues-
tiones.

¢ Si consideras interesante el aprendizaje del calculo de las integrales inde-
finidas (primitivas) al principio de las clases.
Tu propio interés en el aprendizaje del calculo de primitivas.
Tus intervenciones en el calculo de primitivas.
Tu aprendizaje del célculo de primitivas.
El interés del profesor por la ensenanza del calculo de primitivas.
La capacidad docente del profesor en la ensenanza del calculo de primiti-
vas.
El orden, claridad y rigor del profesor en el célculo de primitivas.
Las intervenciones de los demas alumnos en el calculo de primitivas.
El grado de dificultad en los ejercicios propuestos.
Describe, brevemente, tus impresiones sobre el calculo mental desarrolla-
do y lo que consideres importante mantener o cambiar en posteriores cur-
SOS.

L 2R 2K 2% 2% 4

L 2R 2R 2R 2

La tabla 4 muestra los porcentajes obtenidos por cada uno de los niveles de res-
puesta en cada item de la encuesta, la moda y la media de estas valoraciones. La
puntuacién mas baja es sobre las intervenciones propias, pero en lineas generales,
se puede considerar que las respuestas son satisfactorias por el interés que des-
pierta en los alumnos y el aprendizaje y las intervenciones de los compatfieros; asi
lo confirman los valores de la moda y de la media aritmética. Por otra parte, con-
sideran que los ejercicios propuestos son dificiles, pero no podemos olvidar las
caracteristicas de los grupos con los que se ha experimentado.
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Tabla 4
Resumen de frecuencias, porcentajes y medidas del tratamiento de los
items/niveles de la encuesta sobre el cdalculo mental

Niveles de la escala Likert Parametros
ftem 1 2 3 4 5 Mo x
1 1 3 9 4 2 3 3,16
(5,26%) (15,79%) (47,37%) (21,05%) (10,53%)
2 0 3 7 5 4 3 3,53
(0%) (15,79%) (36,84%) (26,32%) (21,05%)
3 3 6 8 2 0 3 247
(15,76%) (31,58%) (42,11%) (10,53%) (0%)
4 1 5 8 4 1 3 2095
(5,26%) (26,32%)  (42,11%) (21,05%)  (5,26%)
5 0 0 2 5 12 5 4,53
(0%) (0%) (10,53%)  (26,32%) (63,16%)
6 0 0 2 9 8 4 4,32
(0%) (0%) (10,53%) (47,37%) (42,11%)
7 0 1 7 6 5 3 3,79
(0%) (5,26%) (36,84%) (31,58%) (26,32%)
8 1 2 12 4 0 3 3
(5,26%) (10,53%)  (63,16%) (21,05%) (0%)
9 0 0 2 9 8 4 4,32
(0%) (0%) (10,53%) (47,37%) (42,11%)
Total 6 20 57 48 40 3 3,56

(3,51%)  (11,70%) (33,33%) (28,07%) (23,39%)

A continuacion, se presentan las figuras 7, 8 y 9 sobre las declaraciones de los
alumnos en el item 10. De estas declaraciones se puede inferir que los alumnos
no estan entusiasmados por la practica del calculo mental y que valoran mas el
interés del profesor. En la figura 7 se presenta un resumen de las respuestas de
los estudiantes y, a continuacion, se reproducen un par de escaneos de sus decla-
raciones. Esta figura pone de manifiesto que las respuestas positivas duplican a
las negativas y, por tanto, a pesar de que la percepcion directa del profesor es que
no los entusiasma (no han recibido ninguna docencia en educacion secundaria
sobre esta actividad), debemos afirmar que lo aceptan de buen grado.
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Figura 7. Porcentajes de cada tipo de respuesta del item 10 de calculo mental

Es muy interesante el pensamiento del alumno VB (ver figura 8). Este alumno
confiesa que pensaba de forma diferente sobre las derivadas y afirma que el
calculo mental le ha ayudado a entender el mecanismo de las integrales y de las
primitivas.

CopSdn 30 o ORI\

Do coder 9\
'he\“g‘ ?MC\\\P(‘;;&(‘- %ﬂ\ﬁc

Figura 8. Respuesta del alumno VB

En la figura 9 se puede apreciar sin paliativos la labor del profesor desde el punto
de vista de los comentarios de este alumno, pero lo realmente interesante es el
reconocimiento de fallos en su educacion matematica.

(rep qui oﬂm}mop 9 UVM{JQG“M Are0 (e d oL gaﬂlo 4 4o pordiweray
faa\dn .

Figura 9. Respuesta del alumno AM

Test sobre DERIVE
A continuacioén, se presentan las cuestiones que constituyen el test sobre DERI-
VE.
¢ El grado de dificultad de la practica de ordenador.
¢ El interés del profesor en la utilizacion de las nuevas tecnologias para la
ensefianza del area y la integral definida.
¢ Tu propio interés por el aprendizaje de los conceptos matematicos utili-
zando las nuevas tecnologias.
¢ Tu comprension de la integral definida después de realizar la practica con
DERIVE.
¢ Describe, brevemente, tus impresiones sobre la practica con DERIVE, tu
propio aprendizaje practico de la integral definida una vez utilizado el or-
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denador, la necesidad de controlar en todo momento lo que hace el orde-
nador y lo que consideres mas interesante.

La tabla 5 muestra los porcentajes obtenidos por cada uno de los niveles de res-
puesta en cada item de la encuesta, la moda y la media de estas valoraciones.
Globalmente son similares a los de la tabla anterior, la puntuacion mas baja co-
rresponde a la dificultad de la préactica y el resto se pueden considerar altas y, por
tanto, se puede afirmar que: tienen interés por el aprendizaje, y DERIVE les ha
ayudado a comprender el concepto de integral definida.

Tabla 5
Resumen de las frecuencias, porcentajes y medidas del tratamiento de los
items/niveles de la encuesta sobre DERIVE

Niveles de la escala Likert Parametros
ftem 1 2 3 4 5 Mo X
1 3 6 7 2 0 3 2,44
(16,67%) (33,3%) (38,89%) (11,11%)  (0%)
2 0 0 2 9 7 4 4,28
(0%) (0%) (11,11%) (50%) (38,89%)
3 1 3 3 9 2 4 3,44
(5,56%) (16,67%) (16,67%) (50%) (11,11%)
4 0 5 7 2 4 3 3,28
(0%)  (27,78%) (38,89%) (11,11%) (22,22%)
Total 4 14 19 22 13 4 3,36

(5,56%) (19,44%) (26,39%) (30,56%) (18,06%)

A continuacion, se presentan tres figuras y los comentarios respectivos sobre el
quinto item. La figura 10 representa en un diagrama de barras los porcentajes de
las respuestas positivas y negativas sobre el quinto item.

100
80
60
40
20

o =

Negativo No contesta Positivo

Figura 10. Porcentajes de cada tipo de respuesta del item 4 sobre el uso de DE-
RIVE

En dicho diagrama se puede apreciar que las respuestas positivas cuadruplican
con creces a las negativas y, por tanto, aceptan de buen grado la inclusion de
DERIVE en la docencia.
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En las figuras 11 y 12 se presentan los escaneos de sendas respuestas al quin-
to item del test sobre el uso de DERIVE y en ellas se puede apreciar la valora-
cion positiva de los alumnos sobre el uso de este software.

Es muy interesante el pensamiento del alumno BB. Describe como la senci-
llez del punto de partida le facilita la comprension del concepto, aunque el proce-
so se vaya complicando. Sin duda se esté refiriendo a la construccion de las su-
mas inferiores y superiores, y a como se van aproximando entre si.

consideres mas interesante: R A iy N
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Figura 11. Respuesta del alumno BB

La figura 12 es una confesion del alumno RM sobre su creencia acerca de la
comprension del concepto de integral. Sin embargo, debe de tener una informa-
cion externa a la docencia llevada a cabo en el aula, ya que ¢l habla de la integral
de Riemann en lugar de la integral de Darboux, que es la integral y la terminolo-
gia considerada.

(/'{i!iqu 2\ PC lﬁ&(a evtft’ma{.@f wmejor /c ol eSS (o\ '\V\+90\(ql wme
XA euleva § I "'Q—X‘O‘S F;&ﬂgb,_& \(\]g§ O‘L«g\d&
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Figura 12. Respuesta del alumno RM

DI1SCUSION DE RESULTADOS

A continuacion, se presentan de forma separada la discusion de resultados relati-
vos a la utilizacion de DERIVE y sobre calculo mental.

DERIVE
El andlisis de datos realizado pone de manifiesto que todos los estudiantes inter-
pretan el software matematico DERIVE como una herramienta tecnologica vali-
da y suficiente para la ensefianza-aprendizaje de la integral porque su uso resuel-
ve todas las actividades planteadas y, por tanto, se verifica el acto de compren-
sion CT,. Sin embargo, la primera dificultad importante con la que se encuentra
el 80% de los alumnos es el desconocimiento de los comandos e instrucciones
necesarias para su correcta utilizacion (Camacho y Depool, 2003). Por ello, el
profesor debe dedicar un tiempo inicial para presentar las instrucciones mas ele-
mentales y, asi, poder ejecutar las practicas propuestas con DERIVE; es decir, se
debe establecer la génesis instrumental (Artigue, 2003b), lo que pone de mani-
fiesto el obstaculo OT;.

También se observa que los alumnos alcanzan los actos de comprension CTy
y CT,. Es decir, sintetizan las instrucciones y las subrutinas del programa de uti-
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lidades y las relacionan con las respectivas denominaciones conceptuales de las
clases habituales de matematicas (CT,), lo que permite que los alumnos com-
prendan mejor los diferentes conceptos asociados a la integral definida (CT),),
aunque a veces confunden los valores de las sumas de Darboux o Riemann con el
valor de la integral definida (OTsy).

Otros obstaculos importantes con los que se encuentran los estudiantes son:
considerar que el ordenador aporta informacion incuestionable y que las repre-
sentaciones informaticas y matematicas son independientes (OT, y OTj3). Estos
obstaculos deben ser eliminados o, al menos, minimizados, y para ello nos hemos
propuesto que la construccion de la integral siga un proceso enactivo o dinamico
(Duval, 2006), procurando no disociar las actividades en el laboratorio de infor-
matica y las habituales de las clases de matematicas en el aula (con pizarra, lapiz
y papel). De esta manera, se promueve que se alcancen los actos de comprension
CT3 y CT4

Consideramos que el mejor método para que los estudiantes identifiquen y
discriminen conceptos tales como: particion, conjunto de puntos intermedios,
maximo y minimo absolutos, sumas inferior y superior de Darboux, sumas de
Riemann, funcidn integral, etcétera, es que ellos mismos programen las respecti-
vas subrutinas asociadas a cada uno de estos conceptos, es decir, se trata de pro-
mover el acto de comprension CTs. Sin embargo, esto no es posible para todos
estos estudiantes de segundo curso de Bachillerato de Ciencias Sociales, por su
desconocimiento total y absoluto de las técnicas mas elementales de programa-
cion, circunstancia agravada por la gran cantidad de tiempo necesario para im-
plementar correctamente cualquier subprograma informético basico con muy po-
cas instrucciones, lo que pone de manifiesto los obstaculos OT4 y OTs.

Los estudiantes aceptan, y a la vez se sienten liberados, de que DERIVE cal-
cule primitivas (CTy) y, como tal, piensan que es superfluo calcular mentalmente
las mas elementales (OTy,). Sin embargo, un importante obstaculo es considerar
valida la solucioén dada por el ordenador y, para comprobarla, derivar dicha solu-
cion utilizando DERIVE para obtener la funcion integrando (OTy, y OT)).

En consecuencia, se puede considerar que los programas de calculo simboli-
co son un instrumento valido y poderoso para el aprendizaje de la integral defini-
da cuando los usuarios de las mismas, alumnado y profesorado son criticos con
las respuestas obtenidas (CTj), y, sobre todo, cuando los estudiantes no hacen un
“acto de fe” ante los resultados que arroja el ordenador (OT,,). Ademas, errores
como el que se transcribe en la figura 13 no se detectan (o es muy dificil detec-
tarlos) con el uso de software, ya que son inherentes, en este caso, a las propias
concepciones sobre el concepto de particion. Los alumnos se suelen fijar mas en
el nimero de elementos de las particiones que en la relacion de inclusion. Tam-
bién suelen pasar por alto que los extremos del intervalo de definicion de la fun-
cion integrando tienen que ser elementos de la particion.
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Figura 13. Respuesta del alumno RM sobre relaciones entre particiones

Calculo mental
Mas de la mitad de los estudiantes tienen grandes dificultades, cuando no obs-
taculos importantes, en el calculo de derivadas (OM1) y ello es debido, entre
otros motivos, a:
¢ Desconocimiento de las funciones elementales como familias (potencia-
les—polindmicas, exponenciales, racionales, logaritmicas, trigonométricas)
y confusion entre ellas.
¢ Derivacion erronea de funciones compuestas al aplicar mal la “regla de la

cadena”, pues consideran [g( f (x))]/ =g'(f(x)).

¢ Extension de la “linealidad del operador derivada” al producto y cociente
de funciones con los  consiguientes errores, es decir,

. l_ 1N, 4! f(x)’=f'(x)
[ ()] = @) f'() y g(x)} L8,

¢ Escaso interés por comprender y aprender cualquier tabla de derivadas
elementales.

La figura 14 pone de manifiesto las dificultades anteriores y, con estos antece-
dentes del célculo de derivadas, no es dificil deducir que los resultados obtenidos
en el calculo mental de primitivas elementales son insatisfactorios.

fx) =2 +0e®  fix)= @)

f(x)=sen(2x)  ['(x)= Qegglc>ex
Figura 14. Derivadas de los alumnos SRy VB

En relacion con el calculo de derivadas encontramos una serie de motivos, obs-
taculos y/o dificultades que se enlistan a continuacion.
¢ Desconocimiento de los distintos tipos de funciones primitivas (OM4).
¢ Las manipulaciones algebraicas de las funciones integrando son deficien-
tes y se cometen errores de forma habitual (OM,). Incluso tienen errores
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gravisimos, como los de una alumna que cree que sen®(2x’) es un pro-
ducto de funciones y que sen(2x)* = sen(4x).

¢ La derivacion es problematica (OM; y OM3).

¢ Escaso interés por comprender y aprender cualquier tabla de integrales
inmediatas (OM; y OMy).

¢ Falta de concentracion en el calculo de primitivas (OMyg).

¢ Despreciar los factores o sumandos constantes de integracion (OM10).

¢ Error de identificacion de coeficientes en el calculo de primitivas de tipo
logaritmico o exponencial.

Las figuras 15 y 16 son ejemplos de estos errores. En la primera de ellas se puede
apreciar que el alumno trata de escribir el coeficiente, pero se equivoca y en la
segunda figura se aprecia que el alumno los obvia. Por tanto, ambas respuestas
ponen al descubierto los obstdculos OM; y OMg:

Figura 15. Respuesta del alumno RGII

10.- ItagZxdx I ON IS Ny

L
Figura 16. Respuesta del alumno VB

¢ Consideran la linealidad de la integral respecto del producto en sus tres
variantes erroneas (OMg):

[£()g() = [ f()dx- [g(x)dx

ff(x) =ff(X)def(X)a’x
gt felx)  [g(x)dx

1
[0 =g fxds

Aparte de otros errores relativos al segundo factor de la funcién integrando, la
figura 17, que es la respuesta del alumno LMII, es un ejemplo del primero de los
obstaculos senalados:
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b) jsx’e"

- 2 .
b)L --e—.:g)-_‘_(’-/

3

Figura 17. Respuesta del alumno LMII

4 No es necesario aprender nada de memoria puesto que se puede acceder a
la informacion mediante las nuevas tecnologias (OM,3).

¢ Los estudiantes de ciencias sociales piensan que en sus estudios posterio-
res no necesitaran el calculo integral y consideran que siempre se puede
recurrir a cualquier academia (OM ;).

Los progresos de los alumnos en el calculo mental de primitivas son muy dispa-
res. Poco a poco se centran en las actividades y cometen muchos errores. Ya se
han descrito algunos de tipo general y se han relacionado con los obstaculos del
marco de comprension. En la tabla 6, se describen aquellos que estan asociados a
tipos especificos de integrales inmediatas. La observacion de los mismos por el
profesorado de bachillerato le ayudara a practicar una docencia mas eficaz.

Tabla 6

Errores mds comunes en el calculo mental de integrales inmediatas

Integrales

Errores

fcos (x + %) dx, fcos (%x) dx
feax+bdx

fsenx cos x dx

f2xdx

fexzdx

fxedx

f tagx dx

Los alumnos dudan si el nimero 7 es una constante
0 una variable.

“

Los pardmetros “a” y “b” son tratados como
variables.

Error de linealidad. Considerar que la integral del
producto es el producto de las integrales.

Confusion de funciones. La funcion exponencial

2*1a consideran como e”.

.y 2 . 3
La solucion es e* +k obien e* > + k.
2 1 2 1 2
fex dx=—f2xex dx=—e" +k.
2x 2x
La soluciones x° +k.
Dudan si e es una constante o una variable.

senx

Desconocen la igualdad tagx = .
COS X
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Tabla 6
Errores mds comunes en el calculo mental de integrales inmediatas
Integrales Errores
senx No recuerdan las integrales con solucion

dx

fCOSX

S,
e A (X)

Funciones polindmicas

Funciones racionales elementales

Funciones trigonométricas

Funciones radicales

Funciones potenciales y
exponenciales

logaritmica.

Error de linealidad integral. Considerar que la
integral del cociente es el cociente de las integrales.

No discriminan n=1 no dan la solucion

logaritmica.

Determinan de manera incorrecta el factor

constante de integracion.

Tienen dificultades para determinar los factores
constantes de integracion.

No saben dividir polinomios o dividen mal.

Simplifican polinomios considerando los sumandos
como factores.

Desconocen las razones trigonométricas.
No aprenden o no comprenden sus derivadas.

Errores de equivalencia algebraica. No expresan
correctamente los radicales en forma potencial.

Tienen dificultades para operar con radicales.

Tienen dificultades para distinguirlas y determinar
las soluciones.

CONCLUSION GENERAL

La investigacion que se realizado sobre la experiencia llevada a cabo confirma
que una integracion de la metodologia del software DERIVE y de célculo mental
con la metodologia habitual de aula enriquece la ensefianza, facilita la compren-
sion del concepto de integral definida, se motivan los aprendizajes y, por tanto,
estos mejoran. El hecho de que se pongan de manifiesto numerosas dificultades y
obstaculos de aprendizaje orienta la ensefianza, con el consecuente afianzamiento
del aprendizaje. Ademas, la diversidad de metodologias de aula y la diversidad
de recursos que se utilizan permiten que se desarrolle un esquema cognitivo so-
bre el concepto mas amplio.

Esta diversidad de recursos también motiva el aprendizaje del concepto, ya
que los alumnos van viendo numéricamente el comportamiento funcional y, con
¢l, la formacion del concepto de integral definida. Hay que sefialar que los resul-
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tados obtenidos en el calculo mental de primitivas no son muy aceptables y, fun-
damentalmente, son debidos a un deficiente conocimiento previo (cometen mu-
chos errores en tareas que se pueden catalogar como bastante elementales). Pese
a estas dificultades, los alumnos aceptan la metodologia de calculo mental por-
que saben que es formativa de sus capacidades y competencias, y porque contri-
buye a afianzar el aprendizaje del concepto que se trata. Finalmente, los errores y
dificultades encontrados, permiten enriquecer la asociacion de obstaculo cogniti-
vo y acto de comprension que tomamos como punto de partida. Esta asociacion,
sin duda, debe de ser un referente para el proceso de ensefianza del concepto de
integral definida.
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