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Presentamos un estudio de caso que se enmarca dentro de un experi-
mento de ensenianza dirigido a analizar la implementacion de la modeli-
zacion matemdtica en un aula de ingenieria. Analizamos como una estu-
diante se apropia del proceso de modelizacion a lo largo de varias se-
siones. Se detecta una concepcion no unidireccional del proceso de mo-
delizacion, con riqueza de interaccion entre sus fases y omision de ac-
ciones claves en la matematizacion y desmatematizacion del problema.
Este estudio aporta informacion detallada de utilidad para la implemen-
tacion de la modelizacion en el aula.
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Modeling in an Engineering Classroom: A Case Study Within a Teach-
ing Experiment

We describe a case study framed within a teaching experiment aimed to
analyze the implementation of mathematical modeling in an engineering
classroom. We analyze how a student implements the process of model-
ing along several sessions. We detect a non-unidirectional conception of
the modeling process, with a rich interaction among its phases and lack
of some key actions in the mathematization and des-mathematization of
the problem. This study provides detailed information of use for the im-
plementation of modeling in the classroom.

Keywords: Case study; Engineering; Mathematical modeling; Problem solving;
Teaching experiments

La modelizacion matematica tiene una larga historia que conecta con el origen de
las matematicas, sin embargo, no es este el caso de su consideracion en los pla-
nes de formacion (White, 2000). Es a finales del siglo XX cuando comienza a
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atenderse a este tipo de actividad creativa en la educacion matematica siendo des-
tacada por su potencial para la ensefanza y el aprendizaje de las matemadticas
(Blum y Niss, 1991; Haines y Crouch, 2010; Lesh y Doerr, 2003). Se sefiala su
utilidad para promover la adquisicion de conocimientos matematicos, la com-
prension profunda de los mismos y la habilidad de utilizar esos conocimientos
para la resolucion de problemas reales o cuasi-reales. Los citados autores tam-
bién destacan su efecto motivador y de mejora en las actitudes de los estudiantes
hacia las Matematicas. Adicionalmente se le reconoce potencial como estrategia
metodologica para romper con la atomizacion del curriculo (Aravena, Caamafio y
Giménez, 2008).

El actual interés por la incorporacion de la modelizacion a la practica escolar
radica, principalmente, en el creciente reconocimiento de la importancia del uso
de las Matematicas en la ciencia, tecnologia y en la vida cotidiana, junto con la
percepcion de falta de vinculacion y de trasferencia del conocimiento matematico
adquirido en la escuela a situaciones profesionales o cotidianas susceptibles de su
uso (Bosch, Garcia, Gascon y Ruiz, 2006; Kaiser, 2010). Existe la percepcion
general de que la escuela proporciona a los estudiantes herramientas matemati-
cas, pero no los prepara de manera adecuada para el uso de las mismas fuera del
ambiente del aula. Pese al alto grado de interseccion entre las matematicas
aprendidas en el colegio y las que se utilizan en ambientes reales de resolucion
de problemas, al presentarse las matematicas de una forma mas compleja, situada
y multidisciplinar los usuarios presentan dificultades para reconocer las relacio-
nes existentes (Lesh y Zawojewski, 2007). Esta percepcion, entre otras razones,
ha conducido a destacar la capacidad de resolver problemas del mundo real a par-
tir de su traduccion al mundo matematico, como un objetivo ultimo y prioritario
de la educacion matematica escolar a nivel internacional (Organization for Eco-
nomic Co-operation and Development [OECD], 2003; Rico, 2007).

En el campo de la ingenieria, al ser esta una disciplina de matematicas apli-
cadas, el proceso de modelizacidon encaja perfectamente como estrategia de ense-
nanza-aprendizaje y, por ende, se convierte en un topico de interés para la inves-
tigacion educativa. En este contexto, nos planteamos analizar la puesta en practi-
ca de la modelizacion, implementada con el apoyo de un software que ayuda a
disminuir la carga cognitiva del trabajo de manipulacion de las expresiones sim-
bolicas implicadas y de representacion grafica. Con este objetivo, disefiamos e
implementamos un experimento de ensefianza con un grupo de estudiantes de
recién ingreso en titulaciones de diferentes especialidades de ingenieria, noveles
en cuanto al uso de la modelizacion. Como primer acercamiento al problema de
investigacion planteado y ante la ingente cantidad de datos recogidos, realizamos
el estudio de caso que aqui presentamos. Con este estudio de caso buscamos ana-
lizar como una estudiante se apropia del proceso de modelizacion, a lo largo de
su implementacion en varias sesiones, con el interés doble de identificar elemen-
tos clave que guien el andlisis retrospectivo de los datos en el experimento de
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ensefianza y obtener informacion de utilidad préactica para facilitar la integracion
y puesta en practica de esta metodologia por los docentes.

Los antecedentes sobre la implementacion de la modelizacion en el aula in-
forman en particular sobre las dificultades a las que se enfrentan los estudiantes
que abordan por primera vez este tipo de actividad. Sintetizando estudios previos,
Crouch y Haines (2007) sealan que los estudiantes novatos no dedican suficien-
te tiempo al andlisis del problema o haciendo una representacion adecuada de la
situacion del problema, a menudo no identifican qué aspectos del problema son
relevantes para el modelo y tienden a utilizar procesos de modelizacion mas li-
neales que circulares. Muestran dificultades reconociendo qué tipo de modelo
necesitan y accediendo a los conceptos y procedimientos adecuados para encon-
trar la solucion. Ademas, olvidan conectar la solucion obtenida a partir del mode-
lo, a la situacion del mundo real. Doerr (2007), por su parte, indica la tendencia
de los estudiantes a volver al problema real y a las suposiciones realizadas cuan-
do trabajan en diferentes etapas del proceso de modelizacion, lo cual aumenta la
demanda cognitiva de la tarea al requerir la consideracion simultanea de la situa-
cion real y del modelo.

Partiendo de estos resultados de estudios previos nos cuestionamos sobre la
evolucion en el uso del proceso de modelizacion por parte de una estudiante de
recién ingreso a la universidad, con buen rendimiento en el 4rea de matematicas,
novel en cuanto al uso de la modelizacion. Analizamos esta evolucion atendiendo
a su seguimiento de las fases que constituyen el proceso de modelizacion, las
acciones ejecutadas en cada fase y la distribucion de tiempos. A continuacion,
antes de presentar el estudio de caso, concretamos nuestra forma de concebir la
modelizacion matematica para implementarla en el aula y las caracteristicas ge-
nerales del experimento de ensefianza realizado.

MODELIZACION MATEMATICA

El término modelizacion matematica no tiene un significado unico (Galbraith y
Stillman, 2006), no obstante, la mayoria de los autores coinciden en identificarlo
con un proceso que utiliza conceptos y técnicas, esencialmente matematicas, para
el andlisis de situaciones reales (Castro y Castro, 1997; Galbraith y Stillman,
2006; Garcia y Ortiz, 2007; Lesh y Doerr, 2003). Asi mismo, reconocen como
componentes esenciales la formulacion, la solucion, la interpretacion y la evalua-
cion de un modelo matematico. Un modelo es la representacion de la estructura
de un sistema dado; es un sistema conceptual que se expresa utilizando represen-
taciones externas y que sirve para describir, explicar o predecir el comportamien-
to de otro sistema con algiin propdsito especifico (Lesh y Doerr, 2003).

En este trabajo asumimos la definicién de modelizacion matematica dada por
Garcia y Ortiz (2007). Estos autores consideran que se trata de un proceso que se
inicia con un problema del mundo real, que requiere de simplificacion para, me-
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diante la abstraccion, elaborar un modelo matemadtico que permita plantear inte-
rrogantes sobre el problema y darles respuesta con herramientas matematicas,
Posteriormente se pasa al andlisis de los resultados y su contrastacion con el pro-
blema del mundo real.

Consideramos, por tanto, la modelizacion como un tipo de resolucion de
problemas en el que destacamos varias caracteristicas: los problemas que se con-
sideran son reales o cuasi-reales, por tanto, se requiere de cierta simplificacion
para poder abordar la resoluciéon o busqueda de respuestas y existen diferentes
aproximaciones (y respuestas) al mismo. Segln las restricciones impuestas para
esta simplificacion, las preguntas a resolver varian. Por este motivo, la modeliza-
cion puede conducir a procesos ciclicos en los que, tras analizar los resultados
obtenidos y contrastarlos con el problema del mundo real, se modifican las res-
tricciones o asunciones impuestas, iniciandose un nuevo proceso de elaboracion
de un modelo matematico y busqueda de nuevas respuestas.

LA MODELIZACION EN EL AULA

En la actualidad, un numero creciente de investigadores enfocan sus esfuerzos de
investigacion en la implementacion de la modelizacion matemadtica a nivel esco-
lar, considerandola bien como un vehiculo para el aprendizaje de contenidos ma-
tematicos (o cientificos) o como un contenido curricular mas. Esta doble vision
de la modelizaciéon es analoga a la ya planteada para la resolucion de problemas
en 1989 por Stanic y Kilpatrick. En el primer caso la modelizacion se considera
como una estrategia didactica para abordar el aprendizaje de conceptos matema-
ticos particulares. En el segundo caso se destaca su potencialidad como proceso
que permite describir, analizar y ampliar la comprension de situaciones de la vida
diaria por medio del uso de las matematicas (Blomhoj, 2004). La modelizacion
enriquece la comprension de fendmenos extra matematicos al proporcionar di-
versas representaciones de dichos fendmenos y darles sentido a las diferentes
actividades matematicas (Molyneux-Hodgson, Rojano, Sutherland y Ursini,
1999).

Blum y Borromeo-Ferri (2009), entre otros, afirman que, con una adecuada
orientacion y buenas bases, los estudiantes pueden aprender modelizacion mate-
matica y, a través del proceso, aprender matematicas y tomar mayor conciencia
de la importancia de los temas de las matematicas escolares.

Los diferentes enfoques de aula pueden ser muy diferentes en el objetivo y
en la implementacion. El uso de representaciones diagramaticas es frecuente para
su descripcidon y guiar su puesta en practica en el aula. Estas representaciones
sirven de andamiaje al alumno para poder abordar la resolucion de un problema
que a priori puede no resultarle accesible en su planteamiento general. Reducen
la carga cognitiva de la tarea al estructurar la resolucion del problema y permitir
al estudiante focalizar su atencion, en cada fase, en parte de las acciones que
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componen el proceso de modelizacion (Galbraith, 2012). Muchas de las diferen-
tes representaciones que se encuentran en la literatura pueden ser reconocidas
como descendientes del diagrama de siete fases de la Open University (Galbraith
y Clatworthy, 1990) el cual recogemos en la figura 1. Este esquema ha sido tes-
tado por sus autores constatando su utilidad para el desarrollo de las habilidades
de modelizacion de estudiantes con habilidades y niveles de rendimiento dispa-
res.

Fase 1
Problema del mundo

real \
Fase 6 > Fase 2
Verificar el modelo Hacer suposiciones
\ Fase7
Reportar,explicar,

predecir
Fase 3
Fase5 Formular el problema
Interpretarla matematico
solucion

'\ Fase 4

Resolver el problema
matematico

Figura I. Proceso de modelizacion

Si bien existen otras representaciones diagramaticas del proceso de modelizacion
(Perrenety y Zwaneveld, 2012), la mayoria tienen en comun que ilustran etapas
clave en un proceso, potencialmente iterativo, que inicia con un problema del
mundo real y finaliza con el reporte de una solucion satisfactoria, o bien con la
decision de revisar el modelo para lograr un mejor resultado (Galbraith y Still-
man, 2006).

METODOLOGIA

El estudio de caso que presentamos se realiza en el marco de un experimento de
ensefianza con caracteristicas propias de la investigacion de disefio, siendo este
un paradigma metodolégico de destacada relevancia en la investigacion educati-
va que engloba metodologias sensibles a la complejidad de los contextos de en-
seflanza y aprendizaje (Van den Akker, Gravemeijer, McKenney y Nieveen,
2006). Este tipo de estudios persigue comprender y mejorar la realidad educativa
a través del desarrollo y andlisis paralelo de un disefo instruccional especifico.
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Al mismo tiempo que se estudia el proceso de aprendizaje, se analizan los modos
mediante los cuales este se sustenta y se organiza (Molina, Castro, Molina y Cas-
tro, 2011), de este modo se obtiene informacidon empiricamente fundamentada de
utilidad para la préctica docente.

En estas investigaciones se genera una gran cantidad de informacion, lo que
requiere posteriormente el esfuerzo de los investigadores para discriminar la in-
formacion relevante de la irrelevante (Hjalmarson y Lesh, 2008). Es por ese mo-
tivo que, como primer acercamiento al problema de investigacion, realizamos un
estudio de caso.

El experimento de ensefanza realizado consta de cuatro ciclos de dise-
no/redisefio de la intervencion en el aula, implementacion en el aula y recogida
de datos, y analisis de datos (ver figura 2). Estos ciclos se implementaron durante
cinco sesiones de trabajo en el aula centradas en el uso del proceso de modeliza-
cion con apoyo del software Maple para resolver problemas de optimizacion.
Maple es un sistema de manipulacion simbolica, también conocido como un
computer algebra system (CAS), es decir, un software que ejecuta calculo simbo-
lico y permite definir, combinar, transformar, comparar, visualizar y manipular
funciones en cualquiera de sus formas tradicionales de representacion (Balacheff
y Kaput, 1996). El CAS seleccionado para este trabajo muestra no solo el resul-
tado sino también los desarrollos intermedios de las operaciones realizadas. Su
uso persigue reducir la carga cognitiva de la tarea permitiendo al estudiante aten-
der al proceso de modelizacion y, en particular, a la relacion entre el modelo ma-
tematico y la situacion problematica planteada.

Como es propio de los experimentos de ensefianza, el disefio a priori planifi-
cado para implementar en cada una de las sesiones, se refind y adapté en funcion
de los datos recogidos en las sesiones previas y de los objetivos de investigacion
y de ensefianza definidos a priori'. Dado el papel destacado de Maple en la expe-
riencia de aula, dichas cinco sesiones estuvieron precedidas de una sesion dedi-
cada al entrenamiento en el uso de este software.

" Ver Molina et al. (2011) para una descripcion completa de esta metodologia.
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Redisefio Redisefio

Disefio

sesiones 2y 3 sesiéon 5 sesién 6

Implementacién Implementacién Implementacién

Implementacion

sesiones 2y 3 sesion 4 sesion 5 sesion 6

Anélisis de datos Anilisis de datos Anilisis de datos Anilisis de datos

sesiones 2y 3 sesion 4 sesidon 5 sesion 6

Figura 2. Esquema de los cuatro ciclos que componen el experimento de ense-
fnanza

Los sujetos participantes fueron 30 estudiantes de la Facultad de Ingenieria de la
Universidad Autonoma de Yucatan en Mérida (México). Esta muestra fue elegi-
da de manera intencional por ser estudiantes de nuevo ingreso en titulaciones de
ingenieria y por su disponibilidad a participar en la investigacion. El grupo dis-
tribuido en cuatro especialidades: civil, fisica, mecatronica y energias renovables,
estaba inscrito en la asignatura de Calculo Diferencial e Integral I, en el marco de
la cual se realiz6 este estudio. El desarrollo de las sesiones estuvo guiado por una
de las investigadoras, en adelante investigadora-docente, contando con la asisten-
cia del profesor de la asignatura, de un profesor observador y de otra persona en-
cargada de grabar en video las sesiones en el aula. Las herramientas utilizadas
para la recogida de datos fueron: cuadernos de trabajo de los estudiantes en for-
mato electrénico y en formato impreso, grabaciones de video de las sesiones de
aula, grabaciones del trabajo de cada alumno en el ordenador, las hojas de obser-
vacion del profesor observador, y notas de la investigadora-docente registradas al
acabar las sesiones.

El proceso de modelizacion

Se plantearon a los estudiantes problemas resolubles mediante procesos de opti-
mizacion, disefiados por el equipo investigador. Se eligio este tipo de problemas
porque el estudio de situaciones que requieren optimizar la utilizacion de recur-
sos (ej., costo, tiempo o cantidad de material) es frecuente en la actividad profe-
sional de los ingenieros y porque los estudiantes disponian de los conocimientos
matematicos necesarios para abordar este tipo de tareas. Nuestro interés era foca-
lizar la atencion en el proceso de modelizacion.

Se trabajaron cuatro problemas planteados como problemas de la vida real
proximos a la realidad de los estudiantes involucrados en la experiencia (por
ejemplo, la problematica del abastecimiento de agua y el uso de cenotes para este
fin) y a su futura actividad profesional. Uno de los problemas se trabajé en las
dos primeras sesiones (sesiones 2 y 3) y los demas cada uno en una sesion. Los
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dos primeros problemas involucraron el concepto de rutas y, los otros dos, los
conceptos de area y volumen. Los problemas propuestos en las sesiones 2, 3y 5
requerian optimizar una variable geométrica (longitudes y superficies). En las
sesiones 4 y 6 aumentamos la dificultad de los problemas a resolver, respecto de
la sesion previa, incluyendo el proceso de ponderacion de variables. Se eligio el
costo como variable de ponderacion, por lo que la funcion que define el modelo a
optimizar queda en términos geométricos y de costos.

Para el disefo instruccional nos basamos en el proceso de modelizacion de
Galbraith y Clatworthy (1990). Aplicamos este proceso siguiendo el enfoque es-
tructurado definido por Galbraith (1989) lo que implica principalmente que el
docente ejerce un control considerable sobre el modelo matematico elegido en la
fase 3 y se implementan todas las fases del proceso de modelizacion. Para la
puesta en practica del proceso de modelizacion como metodologia docente, divi-
dimos cada fase en acciones concretas a realizar, las cuales presentamos en la
tabla 1.

Tabla 1
Fases y acciones del proceso de modelizacion

Fase Acciones
Fase 1. Problema del mundo real Leer y comprender el problema

Identificar las palabras clave
Hacer un dibujo esquematico del problema
Replantear el problema con palabras propias

Identificar las unidades en las que debe expresarse
la solucion

Fase 2. Hacer suposiciones y Identificar y definir las variables

definir las variables . .
Hacer las suposiciones necesarias para abordar el

problema matematicamente

Fase 3. Formular el problema Formular el modelo que permite dar respuesta al
matematico problema

Fase 4. Resolver el problema Calcular la derivada

matematico

Determinar los nimeros criticos
Verificar los extremos

Identificar los valores que resuelven el problema
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Tabla 1
Fases y acciones del proceso de modelizacion
Fase Acciones
Fase 5. Interpretar la solucion Representar e interpretar grafica y analiticamente

la solucion obtenida

Relacionar la solucidon grafica y simbolica del
problema

Fase 6. Verificar la solucion Verificar que la solucion cumple las condiciones
iniciales
Identificar limitaciones del modelo o de la
solucion obtenida

Fase 7. Reportar y explicar la Elaborar un informe de la solucién encontrada
solucion

Disefio e implementacion del experimento de ensefianza

Las sesiones se realizaron en el horario de la asignatura de Calculo Diferencial e
Integral I que incluye en el temario la resolucion de problemas de optimizacion.
Durante cada sesion de resolucion de problemas, de dos horas de duracion, los
estudiantes trabajaron de forma individual con un ordenador, utilizando el soft-
ware Maple, y siguiendo el proceso de modelizacion para resolver el problema de
optimizacion correspondiente a dicha sesion. Como guia disponian de un cua-
derno de trabajo suministrado tanto en formato impreso como electronico en el
que se presentaba el problema a resolver y los pasos a seguir en el proceso de
modelizacion. Estos pasos se corresponden con las acciones presentadas en la
tabla 1, obviando las relativas a la resolucion matematica del problema. La es-
tructura de dichos cuadernos fue ligeramente modificada de unas sesiones a otras
tras el analisis del trabajo realizado por los estudiantes, como detallamos mas
adelante.

Dado que los estudiantes se enfrentaban por vez primera al proceso de mode-
lizacion como estrategia didactica, la primera aplicacion del proceso de modeli-
zacion (iniciada en la sesion 2 y finalizada en la sesion 3) se desarrolld guiada de
cerca por la investigadora-docente. El proceso seguido consistid en ir solicitando
a los estudiantes la ejecucion de las acciones de una en una, realizandose una
puesta en comun al final de cada accion con el objetivo de comparar la actividad
realizada por los estudiantes, resolver las dudas planteadas y acordar una res-
puesta antes de pasar a la siguiente accion. En la sesion 2 se trabajaron las cinco
primeras fases, continuandose con el proceso en la sesion 3. Por tanto, en la se-
sion 3 se distinguen dos partes: la retroalimentacion del trabajo en la sesion pre-
via y la continuacion del mismo incluyendo una redefinicion del problema consi-
derando los angulos reales entre las poblaciones referidas en el problema (en se-
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sion previa por iniciativa de la investigadora-docente se habian considerado co-
mo angulos rectos).

La intervencion de la investigadora-docente fue disminuyendo de manera
paulatina en las sucesivas sesiones. En la segunda parte de la sesion 3 y en la se-
sion 4 se realizaron puestas en comun al finalizar cada una de las cuatro primeras
fases. En la sesion 5 se atendieron en voz alta las consultas realizadas por los es-
tudiantes las cuales provocaron la puesta en comuin de las siguientes acciones
correspondientes a las tres primeras fases: replantear el problema (fase 1), identi-
ficar las unidades de la solucion (fase 1), identificar y definir variables (fase 2) y
formular el problema (fase 3). En la tltima sesidn se pidi6 a los estudiantes que
trabajaran de forma auténoma, limitandose la intervencion de la investigadora-
docente a la resolucion de dudas de manera individual. En todas las sesiones se
destaco la importancia de realizar el informe (fase 7) como un reporte profesio-
nal, indicandose que este seria tenido en cuenta en la evaluacion de la asignatura.
De este modo enfatizamos la necesidad de recoger por escrito las acciones y de-
cisiones tomadas a lo largo del proceso de modelizacion.

Como es propio de la metodologia utilizada, a la vista de lo ocurrido en la
sesion previa realizamos modificaciones en el disefo inicial de cada sesion, bus-
cando subsanar dificultades y dar respuesta a los objetivos de la investigacion.
Detallamos a continuacion brevemente dichas modificaciones. Tras las sesiones
2 y 3, al analizar los informes producidos por los estudiantes en la fase 7 del pro-
ceso de modelizacion y observar una gran falta de detalle y estructura en los
mismos, tomamos la decision de especificar en los cuadernos de trabajo de las
siguientes sesiones y oralmente en el aula, los elementos que deberia incluir el
informe: resumen descriptivo del procedimiento seguido desde la lectura del pro-
blema hasta su resolucion, limitaciones, validez y significado de la solucién en-
contrada, dificultades que surgieron en el proceso de resolucion y coémo se abor-
daron. Los resultados de las sesiones 3 y 4 nos permitieron observar que los estu-
diantes elaboraban la grafica del modelo matematico, pero no interpretaban gra-
ficamente la solucion. Por ese motivo para la sesion 5 decidimos especificar en el
cuaderno la necesidad de describir el uso hecho de los graficos y la interpretacion
de la solucion gréfica.

EL CASO DE JULIA

En este articulo presentamos un estudio de caso, entendiendo este como un estu-
dio de la particularidad y la complejidad de un caso singular, para llegar a com-
prender su actividad en circunstancias concretas y segin al objetivo fundamental
que persigue (Stake, 1999). En términos de Stake, identificamos el estudio como
instrumental debido a que se analiza el caso de un alumno para profundizar en un
tema.
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Dada la ingente cantidad de informacion que se genera en los experimentos
de ensefianza, un estudio de caso resulta pertinente para poder extraer mayor de-
talle de la informacion recogida y cuestiones o incluso hipdtesis que guien el ana-
lisis global de los datos. Concretamente analizamos cémo el proceso de modeli-
zacion con el uso de Maple es desarrollado por una estudiante a lo largo de las
diferentes sesiones del experimento de ensefianza atendiendo a las acciones que
realiza en cada fase, la secuenciacion de las mismas y la distribucion de tiempos
en el proceso de modelizacion.

Con el objetivo de centrar la atencion en el proceso de modelizacion selec-
cionamos una estudiante, a la que denominamos con el seudonimo de Julia, de
rendimiento alto en matematicas en sus estudios pre-universitarios y en la asigna-
tura en la que se enmarca la recogida de datos de esta investigacion, que contaba
con conocimientos previos del tema de resolucion de problemas de optimizacion
y con alguna experiencia previa en el uso de CAS.

ANALISIS DE LOS DATOS Y RESULTADOS

Presentamos el andlisis de la actuacion de Julia a lo largo de las sesiones y los
resultados del mismo en tres apartados: seguimiento del proceso de modeliza-
cion, acciones ejecutadas en cada fase y distribucion de tiempos. Previamente es
pertinente mencionar que Julia trabajo en todo momento con Maple. En la fase 1
lo utiliza para elaborar sus dibujos esquematicos, en la fase 3 para la formulacion
de su modelo matematico, en la fase 4 para el calculo de derivadas, resolucion de
ecuaciones y evaluacion de funciones, y en la fase 5 para generar la grafica del
modelo matematico. En el resto de fases su uso se limita al de procesador de tex-
tos. El programa le permite utilizar, de forma combinada varios tipos de repre-
sentaciones: dibujos esquematicos, expresiones simbdlicas y graficas y lenguaje
verbal.

Seguimiento del proceso de modelizacion

En la figura 4 presentamos cuatro esquemas que permiten hacer un primer anali-
sis del seguimiento del proceso de modelizacion por parte de Julia en las diferen-
tes sesiones. Se observa que en estas cuatro sesiones Julia ejecuta acciones de las
diferentes fases que componen el proceso de modelizacidon, con la excepcion de
la fase 6 que corresponde a la verificacion del modelo. En las sesiones 2 y 5 por
limitaciones de tiempo, Julia pasa directamente de la fase 5 a la 7, en otras pala-
bras, pasa a la elaboracion del reporte después de la interpretacion de la solucion,
sin verificar la misma. Al continuarse en la sesion 3 el proceso de modelizacion
iniciado en la sesion 2, entonces si realiza la fase 6 y avanza en el informe ya
iniciado. Por falta de tiempo, Julia llevd a cabo la reformulacion del problema
exclusivamente en la sesion 3.
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) ) Fase 1 S2 (1)
Simbologia: 3 Problema del S5 (1)
S# = Numero de sesion mundo real <
S2 (1)
S2 (1), S4 (1), S6 (1) Fase 2
Fase 6 S4 (1) Hacer
Verificar el S6 (1) suposiciones
modelo | Fase 7 s2(1)
Reportar, explicar, S2 (2)
A predecir S4 (3) S4 (2)
S5 (1) S5 (1)
S6 (1)
S6 (2 S6 (1)
%y v
Fase 5 S2 (1) Fase 3
Interpretar la S5 (4) $4 (1) | Formular el problema
solucion S5 (1) matematico
S5 (4) S6 (1)
S2 (2)
S4 (2
S4 (3) Fase 4 S5 22;
Resolver el problema S6 (2)
S2 (1), S4 (3), S5 (1), S6 (1) matematico <
S4 (1) /

Figura 3. Procesos de modelizacion seguidos por Julia®

Respecto al proceso de modelizacion realizado por Julia en la segunda parte de la
sesion 3, no representado en la figura 4, cabe mencionar que no considera nece-
sario definir de nuevo sus variables, pero si hacer la representacion de su dibujo
esquematico. Inicia con la primera fase y pasa directamente a formular el pro-
blema matematico (fase 3), resolverlo (fase 4) e interpretar la solucion (fase 5).
La no realizacion de la fase 2 en la sesion 3 estaria justificada debido a que el
problema resuelto es una extension del problema de la sesion anterior (;qué pasa-
ria si se consideran angulos reales entre las poblaciones?). Julia no realiza las dos
ultimas fases por falta de tiempo; emplea el tiempo final de la sesion en intentar
representar graficamente, sin conseguirlo.

En la figura 3 se observa que Julia no implementa el proceso de modeliza-
cion siguiendo secuencialmente las fases del mismo, sino que avanza en el proce-
so retomando con frecuencia alguna de las fases previas, incluso en varias oca-
siones. Esta interaccion suele producirse entre fases correlativas y resulta mas
frecuente en las sesiones 4 y 5. En especial cabe destacar las interacciones entre
las fases 2 y 3, las cuales se producen en tres de las cuatro sesiones. En la segun-
da parte de la sesion 3 solo ocurre este tipo de interaccion entre las fases 3 y 4

* Los numeros entre paréntesis indican el nimero de veces que Julia realiza dicho cambio de
fase.
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(una vez). A continuacion, explicamos a qué fue debida cada una de estas inter-
acciones:

¢ En la sesion 2 se observa cierto retroceso a la fase 1 cuando Julia se en-
cuentra formulando el problema, con el objetivo de completar su dibujo
esquematico situando las variables. En las siguientes sesiones no se pro-
duce esta interaccion: en las sesiones 3 y 4 sitaa las variables en el dibujo
esquematico antes de avanzar a las siguientes fases y en las sesiones 5y 6
no realiza dibujo esquematico.

¢ Entre la fase 2 y la fase 3 (sesiones 4, 5 y 6). Este retorno es consecuencia
de no haber definido todas las variables implicadas antes de proceder al
establecimiento del modelo matematico. En la sesion 5, Julia incluso in-
tenta formular su modelo matematico (fase 3) y resolver el problema ma-
tematico planteado (fase 4) sin pasar por la fase 2, volviendo a esta fase
ante la necesidad de identificar y definir variables. Este es el unico caso en
que Julia omite alguna fase en su avance en el proceso de modelizacion.

¢ Entre la fase 2 y la 4 (sesion 2). La vuelta a la fase 2 desde la fase 4, en la
sesion 2, estd motivada por un problema técnico con el ordenador que
oblig6 a Julia a repetir su trabajo de las fases previas.

¢ Entre la fase 3 y la fase 4 (sesion 3, 4, 5 y 6). En algunos casos, durante la
formulacion inicial, Julia no especifica la variable independiente de la que
depende una funcion, situacion requerida por Maple para posteriormente
utilizar de manera eficaz y eficiente los comandos para diferenciar, resol-
ver ecuaciones, realizar graficos, etc. Esto ocasiona interaccion entre las
fases de formulacion (fase 3) y resolucion (fase 4) durante las sesiones 4 y
5; lo que no ocurre en la Gltima sesion. En la sesion 3 (parte 1) la interac-
cion es debida a que Julia corrige el valor de los angulos a la unidad de
medida considerada por el software. La interaccion entre las fases 3 y 4
durante la sesion 6 se debid a la correccion de un error de sintaxis en la
definicion de las ecuaciones que le sirvieron a Julia para definir el modelo:
Julia incluy¢ las unidades de medicion, m’, en la formula del volumen del
tanque, lo que ocasiond que al resolver el problema el resultado viniera
expresado en términos de la variable m. Ante esta respuesta Julia regreso a
la fase de formulacion (fase 3) para eliminar dichas unidades, definir de
nuevo su modelo matematico y resolver de nuevo el problema (fase 4).

¢ Entre la fase 4 y la fase 5 (sesion 4). En la sesion 4, Julia retorna por pri-
mera vez a la fase 4 para registrar por escrito los valores que resuelven el
problema escribiendo “entonces el costo total es de 0,7812484939 millo-
nes de dolares”. La segunda vez que retorna a la fase de resolucion es para
borrar lo escrito al detectar que lo que ha de averiguar no es el costo mi-
nimo sino la localizacion del punto de enlace para el tendido de fibra opti-
ca entre dos poblaciones, que minimice el costo. La tercera vez retorna a
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la fase de resolucion para verificar los extremos, actividad de esta fase que
habia omitido inicialmente.

¢ Entre la fase 5 y la fase 7 (sesion 5). En la sesion 5 al estar redactando el
informe (fase 7), Julia intenta en repetidas ocasiones mejorar la visualiza-
cion de la grafica y, en particular, del punto critico retomando para ello
acciones de la fase 5.

Acciones ejecutadas en cada fase

En términos de las acciones que componen cada fase del proceso de modeliza-
cion, mostramos en la tabla 2 las acciones realizadas por Julia en cada una de las
sesiones. Las acciones prioritarias para ella son: (a) leer y comprender el proble-
ma (fase 1), (b) identificar y definir variables (fase 2), (c) formular las formulas
matematicas (fase 3), (d) calcular la derivada (fase 4), (e) determinar los numeros
criticos (fase 4), (f) identificar los valores que resuelven el problema (fase 4), (g)
representar e interpretar la solucion de forma gréfica (fase 5), (h) identificar limi-
taciones de la solucion (fase 6) y (i) elaborar un informe (fase 7). Asi mismo, se
observa que tiende a no hacer suposiciones (solo lo hace en la sesiéon 2), ni a in-
terpretar la solucion analitica (solo lo hace en la tltima sesion). Es posible inferir
que para esta estudiante la identificacion de las palabras clave, el replanteamiento
del problema y la identificacién de unidades para la solucidon, no son acciones
necesarias para la formulacién del modelo, ya que desde la resolucion del segun-
do problema (sesion 4) no las realiza. Tampoco el dibujo esquematico se muestra
necesario para la resolucion de los dos ultimos problemas.

En tres de las cinco sesiones de resolucion de problemas (3, 4 y 6) Julia asu-
me la solucidn sin verificar si realmente en el nimero critico obtenido se localiza
la solucion. Tampoco confirma si la solucion cumple las condiciones iniciales
(fase 6) ni relaciona las soluciones analitica y grafica (fase 5).

Tabla 2
Acciones realizadas por Julia durante las sesiones
Sesiones
Fase Acciones 2 3() 3(1D) 4 5 6
1 Leery
comprender el v v v v v
problema
Identificar las v v
palabras clave
Hacer un dibujo v v v
esquematico
Replantear el v v
problema
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Tabla 2

Acciones realizadas por Julia durante las sesiones

&9

Fase

Acciones

Sesiones

2

3(D

3(1D)

4

Identificar
unidades de la
solucidon

Identificar y
definir variables

Hacer
suposiciones

Formular el
modelo
matematico

Calcular la
derivada

Determinar los
numeros criticos

Verificar los
extremos

Identificar los
valores que
resuelven el
problema

Representar e
interpretar la
solucion

Representacion
grafica

Interpretacion
de la solucion
grafica

Interpretacion
de la solucidon
analitica

Relacionar la
solucion grafica
y simbolica

v
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Tabla 2
Acciones realizadas por Julia durante las sesiones
Sesiones
Fase Acciones 2 3() 3(10) 4 5 6
6 Verificar que la
soluci(')n‘ gumple v v
las condiciones
iniciales
Identificar
limitaciones de v v v v
la solucion
7 Elaborar un v v v v v
informe
8 Redefinir el v
problema

Distribucion de tiempos

A continuacién, atendemos a la distribucion del tiempo invertido por Julia en
cada fase del proceso de modelizacion (ver figura 4). Aquellas fases que le re-
quieren mas tiempo, en general, son las fases 1, 3 y 4 (en promedio 21%, 21% y
19% del tiempo, respectivamente) siendo el tiempo dedicado a cada una de las
otras fases casi siempre igual o inferior al 15% (en media inferior al 10%). Den-
tro de cada proceso de modelizacion, resultan variables como son las fases que
requieren mas tiempo, detectandose un aumento en el tiempo dedicado a las fases
4, 5 y 7, conforme se avanza en el experimento de ensefianza. En aquellas sesio-
nes en las que la estudiante dedica menos tiempo a la fase 1 o 2, el tiempo nece-
sario para formular el problema matematico (fase 3) incrementa. Se percibe un
descenso en el tiempo necesario para la fase 1, de las primeras sesiones a las dos
ultimas, asi como en la sesidon 3 en cuyo caso la estudiante ya conocia el proble-
ma del proceso de modelizacion previo realizado.
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Figura 4. Distribucion porcentual de tiempos de cada sesion por fase

DISCUSION

El analisis de datos realizado atiende a como una estudiante se apropia del proce-
so de modelizacién a lo largo de varias sesiones. Hemos estudiado el seguimiento
que hace Julia de las fases que conforman el proceso de modelizacion y en parti-
cular de las acciones que las constituyen, asi como la distribucion por fase, del
tiempo empleado en la resolucion de cada problema. A partir de este analisis, es
interesante observar como en la puesta en practica del proceso de modelizacion
se produce interaccion entre las fases haciendo que el proceso no sea unidirec-
cional, como sugiere el diagrama tedrico, incluso cuando en el cuaderno de traba-
jo se le indicaban cada una de las fases de forma secuencial. Esta interaccion es
mas frecuente cuando existe menos guia por parte de la investigadora-docente.
Algunas de las interacciones son motivadas por falta de experiencia por parte de
la estudiante en el uso de Maple (p. ej., por no definir las funciones en términos
de la variable independiente); otras son naturales del proceso de resolucion de
problemas al ir avanzando en la matematizacion de la situacion en estudio y re-
conocer formas de abordar la resolucion del problema (p. ej., la necesidad de de-
finir otras variables o de registrarlas en el dibujo esquematico, mejorar la visuali-
zacion de la solucion en la grafica) o al producirse errores tipicos en la resolucion
de problemas como la omision de la verificacion de la solucion. Cabe sefialar que
no se detecta en el caso de Julia tendencia a volver al problema real durante el
desarrollo del proceso de modelizacion, hecho que se ha identificado como un
obstaculo en algunos estudios previos (Doerr, 2007). Tampoco retorna al pro-
blema real de partida al resolver el modelo en cuyo caso es necesario para dar
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significado a la solucion y para verificar si cumple las condiciones iniciales, am-
bos pasos clave en un proceso de modelizacion.

En las primeras sesiones en la actuacion de Julia se observa como elemento
clave para la formulacion del problema, la construccion detallada de un dibujo
esquematico en el que todas las variables del modelo aparecen identificadas, a
diferencia de lo observado por Crouch y Haines (2007). Sin embargo, no ocurre
asi en las dos ultimas sesiones, tal vez con motivo de que en este caso el dibujo
esquematico requeria representar en el plano figuras tridimensionales o por in-
fluencia de su experiencia previa con la resolucion de los otros problemas. La
experiencia previa parece incidir en la distribucion del tiempo a lo largo del ex-
perimento, reduciéndose ligeramente el tiempo necesario para las primeras tres
fases del proceso, lo que no repercute negativamente en su resolucion de los pro-
blemas, llegando en todos los casos a una solucion posible.

En este estudio, a diferencia de los estudios previos sintetizados por Crouch
y Haines (2007), no detectamos en la actuacion de Julia dificultades para recono-
cer el modelo que necesita o para acceder a los conocimientos previos necesarios.
Probablemente esto es debido a que la alumna contaba con experiencia en pro-
blemas de optimizacion y presentaba un rendimiento alto en matematicas. Recor-
damos que nuestro enfoque hacia la implementacién de la modelizacion en el
aula, como en estudios recogidos en Camarena (2000), asume el proceso de mo-
delizacion matematica como un método de resolucion de problemas contextuali-
zados y no como un proceso para el desarrollo y construccion de conceptos ma-
tematicos (Tanner y Jones, 1994; Villa-Ochoa, 2007). De este modo, a través del
aprendizaje del modelado matematico se persigue que los alumnos aprendan a
cuestionar e investigar situaciones de la realidad (Barbosa, 2006).

Al atender a las acciones concretas que realiza Julia en cada fase y sesion, es
de destacar que, si bien detecta varias limitaciones en la solucion obtenida tras la
identificacion de la misma, previamente a la formulacion del modelo no da im-
portancia a explicitar las suposiciones en las que se basa. Esto concuerda con la
tendencia puesta de manifiesto por esta estudiante, a lo largo de las diferentes
sesiones, a proceder con presteza a formular matematicamente el problema (fase
3) sin precisar todas las variables involucradas o incluso obviando la fase 2. Es-
tudios previos coinciden con estas observaciones al reportar la dedicacion de un
tiempo escaso a las primeras fases de la modelizacién (Crouch y Haines, 2007).

En este estudio de caso también se ha identificado que Julia no parece nece-
sitar reformular el problema, ni identificar las palabras clave antes de proceder a
su formulacidon matematica o a plantear suposiciones. Este comportamiento le
conduce a requerir mas tiempo para formular el modelo. Ademas, la estudiante
tiende a omitir la verificacion de los extremos en forma simbdlica. No queda cla-
ro si se auxilia de la representacion grafica para verificar los extremos, debido a
que omite la relacion explicita entre las dos soluciones (simbolica y gréafica). Sin
embargo, utiliza la representacion e interpretacion de la solucion grafica como
apoyo para la solucion simbolica del problema. Las limitaciones detectadas en la
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implementacion del proceso de modelizacion por la estudiante concuerdan con su
falta de experiencia en dicho proceso.

CONCLUSIONES

La experiencia realizada nos permite extraer algunas conclusiones de utilidad
para llevar la modelizacion el aula. Los procesos de modelizacion son a menudo
descritos de forma idealizada como un ciclo. Sin embargo, en la practica, segin
observamos en el caso aqui presentado, el proceso puede ser bastante mas desor-
denado. Muestra de ello son las diversas interacciones entre las fases que perci-
bimos en el trabajo de Julia, incluso en este caso en que las acciones a realizar en
cada fase estaban detalladas en el cuaderno de trabajo disponible a la estudiante.
Consideramos que este hecho es resultado, en gran medida, de su proceso perso-
nal de significacion y del proceso natural y gradual de toma de conciencia del
proceso de resolucion del problema y, por tanto, debe dérsele cabida cuando se
realice la puesta en practica de esta metodologia en el aula.

Algunas interacciones son en cambio consecuencia de su falta de experiencia
con el software o con el proceso de modelizacion, no siendo de destacada impor-
tancia. No obstante, cabe sefialar una importante limitacion en la ejecucion y
concepcidn del proceso de modelizacion por parte de Julia que puede ser conse-
cuencia de su falta de experiencia con esta metodologia: Julia no explicita las
suposiciones que su modelo implica ni el modo en que reformula el problema de
partida para poder abordarlo de forma matematica. En los casos en que realiza un
dibujo esquematico pueden entenderse ambas informaciones recogidas (implici-
tamente) dentro de este, pero cuando no realiza dicha representacion (sesiones 5
y 6) no queda constancia de si Julia reconoce su matematizacion del problema
como una de entre varias posibles o susceptible de ser reformulada para una me-
jor adaptacion a la situacion real.

Julia es capaz de formular mateméaticamente el problema y hallar una solu-
cion para el mismo; los elementos mas débiles de su actuacion se detectan en la
conexion inicial y final del modelo y la solucion matematica con el problema real
planteado. Estos elementos son los que confieren a la modelizacion el caracter
ciclico que se le atribuye y entendemos que, en el caso de estudiantes no habitua-
dos a esta metodologia, requieren una atencién mas intensa y continuada a la ho-
ra de su implementacion, para poder aprovechar todo el potencial de esta estrate-
gia metodologica.
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