TRABAJO MATEMATICO DE ESTUDIANTES DE
SECUNDARIA EN TAREAS SOBRE TASA DE
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A partir de la mirada vigilante de la Didactica de la Matematica en la
ensenianza del Cdlculo, buscamos caracterizar el conocimiento y trabajo
matematico emergente de estudiantes de educacion secundaria cuando
resuelven tareas sobre la tasa de variacion mediado por GeoGebra.
Desde la teoria de Espacio de trabajo matematico, analizamos la
produccion matematica de estudiantes chilenos (16-17 arios) y
concluimos que dar sentido a la tasa de variacion parte de un trabajo
basado  en  procesos  algoritmicos 'y un  enfoque  de
interpretacion/experimentacion a la idea de variacion y cambio
subrayando el rol del artefacto, siendo singular establecer procesos de
prueba y demostracion.
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High School Students' Mathematical Work on Rate of Change Tasks by
Using GeoGebra

From the Mathematical Didactics’ viewpoint about teaching Calculus,
this paper aims to characterize the knowledge and mathematical work that
emerges when high school students solve tasks about the rate of change
mediated by GeoGebra. Based on the theory of Mathematical Working
Spaces, we analyze the mathematical production of Chilean students (16-
17 years old) and conclude that making sense of the change rate starts
from a work based on algorithmic processes and an
interpretation/experimentation approach to the idea of variation and
change emphasizing the role of the artefact, being particular to establish
proof and demonstration processes.
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Trabalho matematico dos estudantes do ensino médio em tarefas com taxa
de variacao utilizando a GeoGebra

A partir da Didatica da Matematica no ensino do Cdalculo, procuramos
caracterizar os conhecimentos e o trabalho matemadtico emergente dos
estudantes do Ensino Médio quando eles resolvem tarefas sobre a taxa de
variagdo mediada pelo GeoGebra. Partindo da teoria do Espago de
Trabalho Matemdtico, analisamos a produ¢do matemdtica dos estudantes
chilenos (16-17 anos) e concluimos que, o sentido da taxa de variagdo
parte de um trabalho baseado em processos algoritmicos e uma
abordagem de interpretacdo/experimentag¢do a ideia de variagdo e
cambio, enfatizando o papel do artefato, sendo particular estabelecer os
processos de prova e demonstragao.

Palavras-chave: Ensino médio; GeoGebra, Taxa de variacdo; Trabalho
matematico

Uno de los problemas centrales en la ensefianza y aprendizaje del Célculo es la
dificultad de estudiantes universitarios en su transicion del nivel secundario al
superior. Diversos investigadores (Artigue, 1995; Azcarate, 2000; Dolores, 2000;
Garcia et al., 2012; Miranda y Pluvinage, 2014; Montoya-Delgadillo et al., 2018;
Okta¢ y Vivier, 2016; Vandebrouck y Leidwanger, 2016; Vrancken y Engler,
2014) indican que los estudiantes suelen tener dificultades en comprender
conceptos asociados a nimeros reales, funciones, limites, continuidad y derivadas,
ya que un enfoque formal va acompafiado de obstaculos conceptuales (Kidron,
2019).

Esta problematica ha sido tratada desde perspectivas tedricas y pragmaticas al
disefiar situaciones didacticas mediadas con o sin recursos tecnologicos (Silva,
2012; Viseu, 2017), analizar programas curriculares (Dolores et al., 2020) o desde
una formacion continua de profesores (Andrade et al., 2020); no obstante, tales
hechos no han dado solucion al problema que continua siendo vigente.

En ese contexto, es importante conocer como se enfoca el Calculo en el nivel
universitario y secundario; sin embargo, éste tltimo usualmente hace referencia al
Precalculo —curso presentado en algunas universidades bajo una suerte de
introduccion al Calculo planeado para superar los resultados muchas veces
insatisfactorios de su predecesor (Andrade et al., 2020)—, que cubre una variedad
de objetos matematicos, como ecuaciones de primer y segundo grado,
desigualdades, funciones, logaritmos y exponenciales, limites y tasa de variacion;
todos ellos con un caracteristico rigor matematico centrado en el conocimiento
algebraico (Collingwood et al., 2016; Stewart, 2018; Stewart et al., 2012).

Desde la Didactica de la Matematica, la tasa de variacion ha cobrado
trascendencia, pues es considerada una nocién fundamental en el Calculo
(Dolores, 2000; Sanchez-Matamoros et al., 2008) y una herramienta mediadora de
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conocimiento entre distintos niveles de educacion (Dolores et al., 2019; Ticse,
2021). Por ejemplo, su significado e interpretacion permite el estudio de la
ecuacion de la recta, la razon entre magnitudes y la construccion del concepto de
derivada como velocidad movilizando la idea de limite (Apostol, 2001; Hitt, 2018;
Sanchez-Matamoros et al., 2006; Zandieh, 2000).

En ese sentido, desde hace dos décadas, se advierte que existen obstaculos
epistemologicos por parte de estudiantes en el aprendizaje de este tema (Dolores,
2000). Investigaciones como Rivera y Dolores (2021), Roorda et al. (2016) y Viseu
(2017) reportan una relacion escasa entre los fendmenos de variacion fisica y
programas curriculares, falta de rigor al priorizar el lado algebraico y mecanico,
asi como dificultades en comprender su significado.

Desde la importancia de la tasa de variacion per se, resulta relevante conocer
qué conocimientos matematicos del estudiante son puestos en juego precisamente
para dar sentido a la nocion de tasa de variacion. En ese escenario, las tareas juegan
un papel importante, hasta cierto punto protagoéonico, al promover un trabajo
matematico bien construido, tal como lo afirma Kuzniak et al. (2016). Ahora bien,
se subraya la importancia en el disefio de herramientas digitales y tareas adecuadas
que exploren su potencial pedagogico (Drijvers, 2015), ya que aquellas tareas que
implican el uso de tecnologia permiten el equilibrio entre valores epistémicos y
pragmaticos de las técnicas instrumentadas desarrolladas por los estudiantes
(Garcia-Cuéllar y Salazar, 2020).

En consecuencia, cuestionamos sobre cudl es el trabajo matematico y qué
conocimientos estdn inmersos cuando estudiantes de educacion secundaria
resuelven tareas con la tasa de variacion con el uso de un software como
GeoGebra.

ANTECEDENTES

Diversas investigaciones se han preocupado por estudiar el enfoque cognoscitivo
y epistemologico del estudiante de educacion secundaria cuando resuelve tareas
con la tasa de variacion, sobre todo en aquellas tareas que involucran el uso de
tecnologia digital. Como explica Azcarate (2000):

No hay que olvidar que los conceptos de pendiente, velocidad y tasa media
de variacion tienen gran importancia y utilidad en si mismos y constituyen
una parte esencial de la estructura profunda de las funciones y el analisis,
frente a las habilidades en el manejo de expresiones algebraicas y
simbolos en general [...] (Azcérate, 2000, p. 259).

Por ejemplo, la investigacion de Silva (2012) realiza un estudio a ocho estudiantes
brasilefos (16-17 afios) de ultimo afio de educacion secundaria, donde sostiene que
el proceso de construccion al significado de tasa de variacion media e instantanea
se realiza mediante la movilizacion simultanea de representaciones algebraicas,
graficas y tabulares con el uso de GeoGebra. Del mismo modo, Viseu (2017)
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muestra la importancia de las representaciones en la ensefianza y aprendizaje de la
derivada como tasa de variacion instantdnea de una funcion con 21 estudiantes
(16-18 anos) de ultimo afio de educacion secundaria de Portugal; sin embargo, el
autor evidencia que los estudiantes dificilmente utilizan distintas representaciones
en paralelo al resolver una tarea. Ademds, sefiala las dificultades en la
manipulaciéon de expresiones algebraicas en el calculo de la tasa de variacion
media e instantanea en intervalos de tiempo [1; 1 + h] cuando h se aproxima a
cero, asi como una falta de rigor matematico.

Por otra parte, Villa-Ochoa et al. (2018) justifican las contribuciones que los
contextos y las tecnologias digitales ofrecen a la comprension de la tasa de
variacion instantanea como forma de aproximarse a la derivada de una funcion en
un punto mediante el uso de GeoGebra y Modellus. Asi, considerando cuatro
estudiantes de precalculo de una universidad colombiana, los autores sefialan que,
para que un estudiante admita la existencia de la tasa de variacion, es sustancial la
conexion entre un contexto de su propia experiencia y la posibilidad de examinar,
representar y confrontar tales contextos con la mediacion y vinculacion de la
tecnologia y modelacion desde un conjunto de experiencias, significados y
representaciones.

Asimismo, bajo supuestos de la Aproximacion instrumental, Roorda et al.
(2016) indican sobre como el uso de la calculadora grafica y la forma de
pensamiento matemdatico de un estudiante holandés preuniversitario pueden
ampliarse en el aprendizaje de la derivada como tasa de variacion media e
instantanea. Resultado de ello, los autores subrayan que la tecnologia bien utilizada
puede convertirse en parte integral del conocimiento conceptual del estudiante
mientras se estd aprendiendo un concepto, pudiendo influir en su conocimiento
matematico.

Con base en los antecedentes revisados, nos cuestionamos sobre /qué procesos
cognitivos y componentes epistemoldgicas estdn inmersos en la produccion
matematica de estudiantes al resolver tareas con la tasa de variaciéon? y ;de qué
manera podemos describir y organizar las articulaciones entre tales procesos y
componentes?

Por consiguiente, orientamos nuestra investigacion a analizar y caracterizar el
trabajo matematico que privilegian estudiantes de educacion secundaria al resolver
tareas sobre tasa de variacion. Para alcanzarlo, intencionamos el paso entre la tasa
de variacion, tasa de variacion media y tasa de variacion instantanea a partir de
una situacion de aprendizaje con el apoyo del software de geometria dindmica
GeoGebra v5.0 (Hohenwarter, 2002). Para realizar el analisis, presentamos el
marco teorico a usar.
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MARCO CONCEPTUAL

El Espacio de Trabajo Matematico (ETM) se subraya como una herramienta
teorica que permite analizar y caracterizar el conocimiento y la produccion
matematica del estudiante cuando enfrenta problemas matematicos
(Gémez-Chacon et al., 2016). Desde esta teoria, el trabajo matematico se entiende
como el trabajo intelectual de produccion, cuyo desenvolvimiento y finalidad es
definido y apoyado por la matematica (Kuzniak, 2022), mientras que la nocién de
tarea comparte lo expresado por Sierpinska (2004), que la considera como
cualquier tipo de problema matematico con preguntas correctamente planteadas
para su solucion en un tiempo predecible.

Ahora bien, para caracterizar el trabajo matematico que privilegia el individuo,
se hace alusion a los paradigmas de un dominio matematico especifico (Geometria,
Algebra, Analisis, entre otros) los cuales representan una combinacion de
creencias, técnicas, métodos y valores compartidos por un grupo cientificos
(Kuzniak et al., 2016).

Sobre la base de que todo quehacer matematico implica aspectos
epistemoldgicos y cognitivos, en el ETM se concibe como el fruto de una
interaccion entre un individuo y las tareas en un ambiente organizado mediante la
articulacion de dos planos: epistemologico y cognitivo (Flores-Gonzéalez y
Montoya-Delgadillo, 2016; Kuzniak y Richard, 2014). El primer plano guarda
relacion con el contenido matematico y su organizacion, mientras que el segundo
plano se relaciona con el pensamiento del individuo. La organizacién de cada
plano es triddica.

El plano epistemologico esta constituido por el representamen o representante
(signos y representaciones semiodticas), el artefacto (herramientas materiales o
simbdlicas que seran o no utilizadas por un individuo) y el referencial (conjunto
de propiedades, teoremas, definiciones y axiomas). Por otro lado, el plano
cognitivo estd conformado por los procesos de visualizacion (interpretacion de
signos y la construccién de la representacion de los objetos y sus relaciones),
construccion (observacion, exploracion y experimentacion mediada por un
artefacto junto con esquemas de uso para producir algo tangible) y prueba (proceso
de justificacion mediante herramientas teoricas) (Kuzniak et al., 2016).

En relacion a las articulaciones de los planos epistemologico y cognitivo, se
puntualiza que el transito entre dichos planos garantiza la comprension de un saber
(Kuzniak, 2011). Desde el ETM, tales articulaciones se evidencian mediante tres
génesis (Figura 1).
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Figura 1. Diseno del ETM (Traducido de Kuzniak et al., 2016, p. 725)

La génesis semiotica, entendida como una decodificacion e interpretacion de
signos donde una representacion semiotica remite a su objeto bajo el proceso de
visualizacion; la génesis instrumental, que permite operacionalizar los artefactos
(material o simbolico) en el proceso construccion a partir de la instrumentalizacion
e instrumentacion; y la génesis discursiva, la cual enlaza el proceso de prueba con
las herramientas teodricas, dando sentido a las propiedades para dejarlo al servicio
del razonamiento matematico.

Estas articulaciones no deben ser entendidas como interacciones
unidireccionales entre elementos del plano cognitivo y epistemoldgico, sino mas
bien como coordinaciones que varian segin las génesis involucradas. Asi, se
definen los planos verticales (figura 2), como herramientas que representan las
interrelaciones entre los aspectos del ETM, caracterizando las fases en los procesos
de solucion y analizando los cambios que se producen en el transcurso de tales

procesos cuando se da mas protagonismo a determinados aspectos (Kuzniak et al.,
2016).
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Figura 2. Planos verticales del ETM (Kuzniak et al., 2016, p. 727)

El plano Semidtico-Instrumental ([Sem-Ins]) privilegia la identificacién y
exploracion de objetos, desarrollando una competencia ligada al descubrimiento
orientado hacia la construccion de resultados e interpretaciones aportados por los
artefactos. El plano Instrumental-Discursivo ([Ins-Dis]) refleja el razonamiento
matematico y considera la cuestion de la prueba basado en experimentaciones o
argumentaciones deductivas. El plano Semiotico-Discursivo ([Sem-Dis]) indica la
comunicacion matematica de resultados con base en el razonamiento perceptivo o
el razonamiento hipotético y deductivo si la atencion se centra en el lado semidtico
o en la prueba, respectivamente (Goémez-Chacon et al., 2016; Kuzniak y Richard,
2014).

En relacion a los paradigmas, Montoya-Delgadillo y Vivier (2016) sefialan
que el trabajo matematico en el dominio del Anélisis es caracterizado a través de
tres paradigmas: Andlisis-Geométrico/Aritmético (AG), que permite
interpretaciones nacidas en la Geometria, los calculos aritméticos o el mundo real;
Analisis-Calculatorio (AC), donde las reglas de calculo son definidas y se aplican
independientemente de la reflexion de la existencia y naturaleza de los objetos
introducidos; y, Analisis-Real (AR), caracterizado por un trabajo de aproximacion:
supremos e infimos, cotas; una entrada mas topoldgica: “cerca de €, “lo
despreciable”.

En un contexto escolar, el ETM distingue: ETM de referencia, definido por
una comunidad de forma ideal en funcion a criterios matematicos; el ETM idéneo,
definido en términos de la ensefanza en una institucion dada; y, el ETM personal,
definido a partir de la reflexién entre el conocimiento aprendido/ejecutado del
individuo al resolver una tarea (Kuzniak et al., 2016).

De esta forma, nuestra investigacion se sitiia en el dominio del Analisis y se
centra en estudio del ETM personal, por lo que es necesario identificar qué
elementos del plano epistemologico y cognitivo aparecen, cudl es la relacion entre
una génesis y otra, qué planos verticales estan asociados a las génesis y qué
paradigmas son privilegiados, todo ello a partir de una situacion de aprendizaje
compuesta por tareas con la tasa de variacion.
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METODOLOGIA

La investigacion es de corte cualitativa en el sentido de Hernandez-Sampieri et al.
(2014) y Sierra (2011), el cual considera un esquema de cinco fases:
1) problematica, 2) estudio del objeto tasa de variacion, 3) ejecucion de la parte
experimental, 4) analisis de datos esperados y obtenidos y 5) principales resultados
y conclusiones.

En la fase inicial, se identifico la problematica en el dominio del Analisis desde
una revision bibliografica junto al programa curricular nacional de Chile
(Ministerio de Educaciéon de Chile, 2019). Asimismo, se indicé los principales
aspectos del ETM. En la fase siguiente, se present6 un breve estudio a la tasa de
variacion.

En la tercera fase, se disefido y selecciond instrumentos para registrar y
recolectar la informacion (situacion de aprendizaje, applets en GeoGebra y camara
de audio y video). La ejecucion de la parte experimental consto de dos sesiones de
clase de 80 y 60 minutos en momentos diferentes. Para cada sesion de clase, los
investigadores estuvieron a cargo, mientras que el profesor no tuvo injerencia en
las sesiones. En el estudio, participaron cinco estudiantes (15-17 afos) del cuarto
y ultimo afio de educacion secundaria en una institucion educativa de la ciudad de
Valparaiso, Chile. Tales estudiantes fueron agrupados en dos duplas y uno
individual y se les proporciond la impresion de la situacion de aprendizaje y un
computador personal (que contenian applets en GeoGebra) para su resolucion y
manipulacion, respectivamente. Se elige como objeto de anélisis la produccion
matematica de las duplas denominadas D1 y D2.

Luego, en la cuarta fase, se detallaron los resultados obtenidos de los
estudiantes y se realizo la transcripcion de la informacion obtenida, tanto de los
applets como del audio y video. Por ultimo, se efectud un andlisis contrastando las
acciones que esperamos obtener con las acciones obtenidas de la produccion
matematica a la luz del ETM.

La situacion de aprendizaje puntualiza el problema de la velocidad (Apostol,
2001), el cual resume determinar la velocidad instantanea de un objeto a partir de
articular la construccion de la tasa de variacion media e instantanea y el estudio de
la pendiente de la recta secante y recta tangente a una curva, respectivamente. La
tasa de variacion es considerada como la variacion o cambio de la velocidad en
relacion al tiempo (Cordoba et al., 2015; Villa-Ochoa et al., 2018; Viseu, 2017).
Mostramos el problema asociado a la situacion de aprendizaje en la figura 3.
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LA CARRERA DE SACOS

Jorge es un participante en una carrera de sacos. Ayudados de un cronémetro sus amigos
tomaron los datos de las distancias en cada segundo recorrido tal y como se muestra en la
siguiente tabla.

Tiempo en segundos (t) | 0 2| 4|5 ]| 7|10
Distancia en metros(d) | 0 | 0,8(3,2| 5 |98 | 20

Siguiendo la estructura del juego de Jorge y los sacos, determinaremos cudnto es exactamente la
velocidad en el instante cuando t = 7 segundos.

Figura 3. El problema presentado a los estudiantes (Ticse, 2021, p. 49)

Con base en el problema, se elaboran 18 tareas divididas en dos: parte 1 y parte 2.
La primera parte, direcciona al estudiante a desarrollar intuitivamente el transito
entre la variacion y la tasa de variacion media (velocidad media) y consta de ocho
tareas. La segunda parte, estd orientada a desarrollar intuitivamente el transito
entre la tasa de variacion media y la tasa de variacidon instantanea (velocidad
instantanea) y consta de 10 tareas. Este articulo selecciona siete tareas (ver tabla 1)
que evidencian de mejor manera los elementos privilegiados y activados en el
ETM.

Tabla 1
Objetivo de tareas seleccionadas
Tarea Objetivo de la tarea
3v4 Calcular y describir el procedimiento de célculo de la velocidad
Parte | Y*  media en un intervalo de tiempo especifico.
arte
7 Interpretar y determinar a la velocidad media como la pendiente de
la recta secante a la gréfica de la curva.
Establecer nociones de aproximaciéon mediante la manipulacion del
4y 5 artefacto deslizador (GeoGebra) cuando la amplitud de cada
intervalo es pequefia (casi 0).
Parte 2 Interpretar la relacion de la velocidad en un instante especifico y la

8  pendiente de la recta tangente mediante la construccién/manipulacion
del artefacto tangente (GeoGebra).

Establecer diferencias sobre como determinar la velocidad media e

10 . .
Instantanea.

Algunas tareas se han unificado para alcanzar sus propositos. Este hecho permite
una mejor articulacion e interaccion entre componentes del ETM y, en
consecuencia, una descripcion y mejor andlisis en la produccién matematica de
cada dupla.

PNA 17(4)



M. Ticse, J. V. F. Salazar y J. Vivas-Pachas 434

ANALISIS Y DISCUSION DE LOS RESULTADOS

Para realizar los andlisis, se propone un analisis didactico. Inicialmente, se realiza
un andlisis de las acciones esperadas (analisis-esperado) de la situacion de
aprendizaje. Luego, se muestra el analisis de lo ocurrido (andlisis-obtenido) a la
produccion matematica de las duplas D1 y D2. Ambos andlisis, bajo
consideraciones del ETM.

Analisis de la Parte 1: tareas 3y 4

3. Calcule la velocidad (velocidad media “v”) en los intervalos [5; 7] y [7; 10].

4. A partir de los resultados a las preguntas anteriores, diga con sus propias palabras.
(Como podemos calcular la velocidad media?

Figura 4. Parte 1: tareas 3 y 4 (Ticse, 2021, p. 58)

La unificacion de estas tareas orienta a los estudiantes a determinar y describir el
procedimiento de calculo de la velocidad media en un intervalo de tiempo
especifico. Se espera que los estudiantes declaren que, para determinar la
velocidad media, se necesita la razon entre una porcion de la distancia (ubicacion
inicial y final) y un intervalo de tiempo (tiempo inicial y final), esta Gltima asociada
a dicha distancia; todo ello, a partir de calcular la velocidad media en los intervalos
de tiempo [5; 7] y [7; 10]:
Vo odia [5’ 7] _ i_d _ dfinal - dinicial _ 9,8m —5m _ 4,8m =24 m/s
t tfinal — Linicial 7s — 5s 2s

Ad  dfing — diniciw 20m—9,8m  10,2m

ql7;10] =—= =
Vmedia | ] At trina — tinicial 10s = 7s 3s

=3,4m/s

En términos del ETM, la génesis semiotica se activa cuando los estudiantes
reconocen el artefacto formula de velocidad media, para luego realizar su
tratamiento en el registro algebraico. Se considera que el proceso de
instrumentalizacion proviene de la manipulacion a tal formula, propiciando la
dindmica en la génesis instrumental, donde el plano [Sem-Ins] es activado. La
génesis discursiva se manifiesta cuando los estudiantes basan sus argumentaciones
basadas en conceptos de la Cinematica o Movimiento Rectilineo Uniforme (MRU)
a través de los procesos de exploracion y experimentacion a la formula de
velocidad media, donde se activa el plano [Ins-Dis]. Adicionalmente, se espera
que, al considerar procesos algoritmicos correspondientes a nociones de variacion,
se privilegiaria el paradigma AC.

Trabajo matematico de D1. Tareas 3 y 4

Para la tarea 3, la producciéon matematica evidencia el reconocimiento y
manipulacion del artefacto formula de velocidad media. Esta accién de
construccion interna conlleva a wuna instrumentalizacion del artefacto,
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permitiéndole realizar observaciones y producir escritos en el registro algebraico
para calcular el valor de las velocidades medias, es decir, las velocidades medias
2,4m/sy 3,4m/s; queda en evidencia la activacion de la génesis semidtica e
instrumental y con ello el plano [Sem-Ins].

En la tarea 4, la produccién evidencia un razonamiento que explica cémo
obtener la féormula de velocidad media a partir de tareas predecesoras. Segun la
grabacion de audio y video, D1 afirma que “para calcular la velocidad media,
debemos calcular la velocidad en un intervalo de tiempo”. Si bien esta validacion
empirica no se justifica en referenciales teoricos, la reflexion al resolver tareas
anteriores nos permite determinar que se construye una definicion a partir de un
razonamiento inductivo. La génesis discursiva es activada y con ello el plano
[Ins-Dis].

Trabajo matematico de D2. Tareas 3 y 4

En la tarea 3, la produccion matematica de D2 es similar a DI, pues la
instrumentalizacion del artefacto formula de velocidad media permite realizar
escritos en el registro algebraico; sin embargo, notamos que D2 indica a la

. . . Ax X .
distancia recorrida como x y establece: vl ;”, hecho que nos lleva a considerar

que las acciones para resolver las tareas predecesoras condujeron a esta dupla a
establecer una relacion de inigualdad entre la velocidad y velocidad media, lo cual
no estaba en nuestros andlisis de las acciones esperadas. A pesar de ello, las
acciones evidencian la activacion de las génesis semidtica e instrumental y con
ello el plano [Sem-Ins].

En la tarea siguiente, D2 denota a la velocidad media como Ax/At, a
diferencia de D1. Particularmente, sefiala que “la velocidad media sera la variacion
de velocidad de un intervalo a otro, es decir, Ax/At”. Posterior a esta afirmacion,
usa la expresion partido para describir el cociente entre la variacion de distancia y
tiempo (ver figura 5).
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[La velocidad media sera la variacion de velocidad de un intervalo a otro, es decir, E.Ya que la

velocidad es posicion en el plano partido la variacion de tiempo]
Figura 5. Produccion matematica de D2, Parte 1 - Tarea 4

A pesar que no esté¢ basada en algliin referencial tedrico especifico del MRU,
decimos que existe un razonamiento inductivo que conlleva a una definicion
empirica de la velocidad media. De la experimentacién en la tarea 3 y la
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descripcion realizada en el registro de lenguaje natural en la tarea 4, la génesis
discursiva es activada y con ello el plano [Ins-Dis].

Asimismo, decimos que se privilegid el paradigma AC en ambos pares, pues
realizaron procesos algoritmicos correspondientes a la variacion en el desarrollo
de como hallar la velocidad media.

Analisis de la Parte 1: tarea 7

7. {Qué relacion existe entre: los valores hallados en “3.” y las medidas de las pendientes
halladas en “5.d.”? Explique detalladamente

Figura 6. Parte 1 - Tarea 7 (Ticse, 2021, p. 66)

Esta tarea dirige a los estudiantes a interpretar y representar la velocidad media
como pendiente de la recta secante a la curva graficada en GeoGebra, pues al
resolver las tareas predecesoras, la formula de velocidad media es representada
como la razon entre la variacion de la distancia y la variacion del tiempo. Se espera
que los estudiantes afirmen que la velocidad media sea determinada por esta otra
representacion.

Desde el ETM, la génesis semidtica se activa cuando el proceso de
visualizacion es orientado por la percepcion de los estudiantes a partir de
observaciones y exploraciones, tanto al resultado de los calculos hechos en la
tarea 3 como a las pendientes de las rectas secantes graficadas en GeoGebra. Estas
acciones dan pie al transito entre una representacion a otra. Luego, se activa el
plano [Sem-Ins]. Ademas, se considera que, al utilizar la grafica de la curva para
realizar interpretaciones nacidas en la Geometria, se privilegiaria el paradigma
AG.

Trabajo matematico de D1. Tarea 7
La produccién matematica evidencia que la observacion y reconocimiento iconico
de los objetos velocidad media (como razon de magnitudes) y pendiente de la recta
secante guian el proceso de visualizacion. Segun la produccion escrita de la dupla
D1, “las pendientes halladas en 5d (en GeoGebra) son iguales a las velocidades
medias de los intervalos de tiempo propuestos en el ejercicio 3” (ver figura 7).
De acuerdo con la grabacion de audio y video, D1 comenta: “la pendiente
indica la velocidad media en un intervalo y esta representado por eso (refiriéndose
a la pendiente)”. En consecuencia, se desarrolla un razonamiento perceptivo,
permitiendo a la dupla establecer la relacion de igualdad entre la velocidad media
y la pendiente de la recta secante. La génesis semidtica e instrumental se activaron
y, con ello, el plano [Sem-Ins].
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Figura 7. Produccion matematica de D1, Parte 1 - Tarea 7

Trabajo matematico de D2. Tarea 7
La produccion matematica de D2 es andloga a D1, pues se evidencia que el proceso
de visualizacion fue guiado a partir de observaciones y exploraciones a los
resultados anteriores (tarea 3 y al valor de las pendientes graficadas en GeoGebra).
De acuerdo al par, “la velocidad media en el tramo (intervalo de tiempo) equivale
a la pendiente de recta” (ver figura 8).

Nos pareci6 interesante el asombro de la dupla al encontrar tal igualdad bajo
la interaccion con GeoGebra, ya que, segun la grabacion de audio y video, D2
comenta: “jmira las pendientes! jesto es magia!”, haciendo referencia que ambas

cantidades coincidian.
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[Existe la relacion de que la velocidad media en el tramo [5; 7], es decir, 2,4[m/s], equivale a
lapendiente de la recta AP. Asimismo, la velocidad media del tramo [7; 10], es decir, 3,4[m/s], es
igual a la pendiente de la recta BP]

Figura 8. Produccion matematica de D2, Parte 1 - Tarea 7

Luego, se evidencia un razonamiento perceptivo que establece la representacion
de la velocidad media como pendiente de la recta secante; las génesis semidtica e
instrumental son activadas y, con ello, el plano [Sem-Ins]. Consideramos que se
privilegid el paradigma AG tanto en D1 como en D2, puesto que del proceso de
visualizacion se realizaron interpretaciones sobre la representacion de la velocidad
media como razdn entre variaciones y pendiente de recta secante.
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Analisis de la parte 2: tareas 4y S

La integracion de las tareas 4 y 5 (ver figura 9) orienta a los estudiantes a establecer
nociones de aproximacion mediante la manipulacion del artefacto deslizador de
GeoGebra cuando la amplitud h de cada intervalo es mas pequefia, es decir,
aproximadamente 0. Para completar la tabla en la tarea 4, se espera que los
estudiantes manipulen el deslizador de forma progresiva para determinar la
amplitud de h y, en consecuencia, el valor de la velocidad media como pendiente
de la recta secante en cada intervalo de tiempo pedido. Como consecuencia, se
espera que la tabla sea utilizada como una herramienta para reflexionar sobre el
comportamiento de la velocidad media cuando el valor de h se aproxima a 0y,
con ello, afirmar que la recta secante se aproxima hacia una recta tangente.

“@w_n

4. Con la ayuda del GeoGebra utilice el deslizador “a” para acercar el punto A hacia el punto P,

complete las tablas. En la ultima fila responda lo pedido en la flecha.

Intervalo Velocidad Intervalo Velocidad
. h . . h .
de tiempo media S8 de tiempo media
-
[7;10] < 8 [5; 7]
8 & ;
[7; 8] i [6:7]
[7;7,5] § 5% [6,5; 7]
[7;7,1] 83 81| [697]
¢ N
[7;7,01] 25 || [6997]
[7:7,001] 23 [6,999; 7]
52

5. Utilizando el deslizador “a” para acercar el punto A hacia el punto P, responda ;Coémo varid
“h”, la pendiente de la recta secante AP y el intervalo de tiempo? y ;Como va cambiando la
recta secante AP?

Figura 9. Parte 2 - Tarea 4y 5 (Ticse, 2021, p. 79)

De acuerdo al ETM, la génesis semiotica se activa cuando los estudiantes
representan, mediante los procesos de visualizacion y codificacion, la velocidad
media como pendiente de la recta secante a la curva graficada en GeoGebra. Estos
procesos permiten la instrumentalizacion del artefacto deslizador con el fin de
hallar el valor de h y la velocidad media 0 y 2,8 m/s, respectivamente. Asimismo,
la tabla de valores obtenida se convierte en un artefacto simbolico, pues sirve
también como medio para observar y explorar el crecimiento y descrecimiento de
la variacion que ocurre entre las cantidades h y velocidad media, determinando la
dindmica en la génesis instrumental. Luego, la génesis instrumental es activada y,
con ello, el plano [Sem-Ins].

Consecuencia de lo anterior, en la tarea 5, se espera que los estudiantes
reflexionen y/o conjeturen sobre la nocién de aproximacion de cantidades a partir
del proceso de construccion mediado por el (o los) artefacto(s), cuyo proceso se da
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mediante la instrumentalizacion a la herramienta deslizador y/o tabla de valores;
el plano [Ins-Dis] es activado.

Después, al utilizar la grafica de la curva en GeoGebra para realizar
interpretaciones y realizar trabajos que implican aproximacion de variables, asi
como la manipulacién de los artefactos ya mencionados, se considera que se
privilegian los paradigmas AR y AG, respectivamente.

Trabajo matematico de D1. Tareas 4y 5

La produccion matematica evidencia que en la tarea 4, mediante los procesos de
visualizacion y codificacion, se considera a la velocidad media como la pendiente
de la recta secante. Tales procesos guian la dindmica en la génesis instrumental a
partir de la instrumentalizacion al artefacto deslizador con el fin de determinar el
valor de h y la velocidad media. Asimismo, al completar la tarea 4, la dupla
considera como segundo artefacto a la tabla en dicha tarea. La génesis semidtica e
instrumental es activada y, con ello, el plano [Sem-Ins].

Con respecto a la tarea 5, D1 evidencia que, a partir de la experimentacion y
exploracion con el artefacto (deslizador y/o tabla de la tarea 4) para determinar
como varia h y la pendiente de la recta secante, surgen validaciones sobre
aproximacion, lo cual se puede ver cuando usan el término tiende, refiriéndose a
un acercamiento a la nocion de limites. Textualmente, D1 sefiala que: “la pendiente

de la recta secante tiende a 2,8”. Luego, el plano [Ins-Dis] es activado.
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Figura 10. Produccion matematica de D1, Parte 2 - Tarea 4

Con relacion a los paradigmas, el realizar manipulaciones a los artefactos ya
mencionados, surgen interpretaciones salidas de la geometria, como la idea de
aproximacion cuando un nimero se hace pequeio. Asi, se evidencia que D1
privilegia el paradigma AG; sin embargo, el paradigma AR no es privilegiado, ya
que el hecho de que la dupla utilice el término “tiende” no es suficiente. Para ello,
se tendria que sefialar organizadamente que la recta secante se aproxima a una recta
tangente cuando h tiende a 0.
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Trabajo matematico de D2. Tareas 4y 5

Para el desarrollo de la tarea 4, D2 realiza similares procedimientos que D1 al
utilizar el artefacto deslizador mediante el proceso de visualizaciéon y
decodificacion para representar la velocidad media como pendiente de la recta
secante. Luego, la dindmica en la génesis instrumental al instrumentalizar dicho
artefacto permite determinar el valor de h y la velocidad media, consiguiendo
completar la tabla. Se activa la génesis semiotica e instrumental y con ello el plano
[Sem-Ins].

En la tarea 5, D2 muestra que la experimentacion y exploracion con el
artefacto deslizador permite declarar algunas argumentaciones sobre nociones de
aproximacion; sin embargo, a diferencia de D1, D2 no realiza experimentaciones
con el artefacto: tabla de valores (de la tarea 4). Ante esto, declaran que “nosotros
al utilizar GeoGebra, observamos que a medida que A se acerca a P, h disminuye
progresivamente hasta ser 0. De igual forma, el intervalo de tiempo y también la
recta secante, siendo 0 cuando h es 7 (ver figura 11). Estas afirmaciones no
permiten que la dupla concluya correctamente sobre la aproximacion de la
velocidad media, ya que sus argumentaciones no provienen de un razonamiento
inductivo. En consecuencia, la génesis discursiva no es activada.
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[Nosotros al utilizar el geogebra, observamo que a medida que 4 se acerca P, i disminuye
progresivamente hasta ser 0 de igual forma el intervalo de tempo y también la recta sectante,
siendo O cuando h es 7]

Figura 11. Produccion matematica de D2, Parte 2 - Tarea 5

A pesar de que D2, no manipula el artefacto tabla de valores y no concluya
correctamente lo pedido en la tarea 5, el hecho que use el deslizador como medio
para realizar interpretaciones salidas de la geometria, como la idea de
aproximacion cuando un numero se hace pequefio, evidencia que privilegia el
paradigma AG.
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Analisis de la parte 2: tarea 8

8. En el GeoGebra, con la herramienta tangente E halle la ecuacién de la recta tangente de la
grafica d(t) = étz en el punto P. Posteriormente calcule la pendiente de tal recta tangente.

a. ;Qué se puede decir sobre lo construido y la pregunta 7.?
b. ;Cuanto es exactamente la velocidad en wun instante especifico, es decir
la velocidad instantanea cuando t = 7 segundos?

Figura 12. Parte 2 - Tarea 8 (Ticse, 2021, p. 88)

Esta tarea tiene por finalidad que los estudiantes interpreten la relacion entre la
velocidad en un instante especifico y la pendiente de la recta tangente a partir de
la construcciéon y manipulacion de la herramienta tangente en GeoGebra, el cual
direcciona a responder el problema planteado en la situacion de aprendizaje.
Especificamente, la velocidad, en un instante especifico, es 2,8 m/s y es
representada como la pendiente de recta la tangente a una curva (Figura 13).
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Figura 13. Pendiente de la recta tangente a la grafica de la curva en el punto P

Desde el ETM, la génesis instrumental se activa a partir de la exploracion al
artefacto pendiente de la recta tangente, permitiendo realizar observaciones e
interpretaciones para dar forma a la representacion de la nocion de velocidad
instantanea. Consecuencia de ello, la génesis semiotica se activa a partir de la
representacion de la velocidad en un instante especifico como pendiente de la recta
tangente en el punto P de la curva. La exploracion y dindmica en la génesis
instrumental guian la activacion del plano [Sem-Ins]. También, como la grafica de
la curva permite realizar interpretaciones y exploraciones, consideramos que se
privilegia el paradigma AG.

Trabajo matematico de D1. Tarea 8

Observamos que D1 sigue la secuencia de pasos para graficar la recta tangente y
su pendiente en el punto fijado de la curva en GeoGebra. Se evidencia que el
artefacto pendiente de la recta tangente, le permite realizar exploraciones y, con
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ello, interpretar la velocidad en un instante especifico; sin embargo, a pesar de que
estas acciones no determinan concretamente si existe 0 no un razonamiento
inductivo por parte de la dupla, es importante sefialar que, a partir la declaracion
textual del equipo: “la pendiente es el valor al que se acercan las velocidades
medias”, se hace referencia a que este ultimo valor es una aproximacion. Asi, en
la tarea 8.b, D1 determina la velocidad instantanea 2,8 m/s. El proceso de
construccion y exploracion promueven la dindmica en la génesis semiotica y, con
ello, el plano [Sem-Ins].

Trabajo matematico de D2. Tarea 8

Luego de ejecutar las instrucciones en GeoGebra, la produccion del par evidencia
que el artefacto pendiente de la recta tangente permite realizar exploraciones para
la interpretacion de la velocidad en un instante especifico como pendiente de la
recta tangente a la curva.
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Figura 14. Produccion matemadtica de D2, Parte 2 - Tarea 8b

Al igual que DI, las acciones no establecen concretamente un razonamiento
inductivo por parte de la dupla; sin embargo, segun D2: “el valor obtenido coincide
hacia donde tiende la pendiente cuando h se acerca a 0, se interpreta como la
aproximacion del valor de la pendiente de la recta tangente (ver figura 14). Con
ello, para la tarea 8.b, el equipo concluye que el valor 2,8, que es el aproximado
de tal pendiente, corresponde al valor de la velocidad instantanea. De esta forma,
la dinamica en la génesis semidtica es inducida por el proceso de construccion y
exploracion. Luego, el plano [Sem-Ins] es activado.

La produccion matematica de ambas duplas evidencia que se utiliza la grafica
de la curva en GeoGebra para interpretar la representacion de la velocidad
instantanea como pendiente de la recta tangente. Con ello, se privilegia el
paradigma AG.

Analisis de la parte 2: Tarea 10
La tarea 10, que se muestra en la figura 15, direcciona a los estudiantes a establecer
diferencias sobre como determinar la velocidad media e instantdnea al establecer
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organizadamente que la velocidad media e instantanea corresponden a la pendiente
de la recta secante y tangente de una curva, respectivamente.

10. Diga con sus palabras la diferencia entre la velocidad media y la velocidad
instantanea especificando como se determinan ambas velocidades.

Figura 15. Parte 2 - Tarea 10 (Ticse, 2021, p. 91)

De acuerdo al ETM, la génesis semiotica es activada mediante el proceso de
visualizacion e interpretacion a la grafica de la curva en GeoGebra y las pendientes
(obtenidas en las tareas anteriores). Por consiguiente, a partir de la dindmica de la
génesis semiotica, se desarrolla un razonamiento perceptivo que permite
identificar y construir organizadamente la definicion de la velocidad media e
instantanea como una pendiente de recta secante y tangente respectivamente. Asi,
la génesis discursiva es activada y, con ello, el plano [Sem-Dis]. Por su parte,
consideramos que, al realizar interpretaciones y validaciones justificadas en el
significado de las velocidades medias e instantaneas, se estaria privilegiando el
paradigma AR.

Trabajo matematico de D1. Tarea 10

De su produccion, se evidencia el proceso de visualizacion e interpretacion a la
pendiente de la recta secante y tangente como la representacion de las velocidades
pedidas. En particular, D1 reconoce la diferencia entre la velocidad media e
instantanea a partir de como fueron obtenidas (ver figura 16). Con ello, la dinamica
en la génesis semiodtica le permite a D1 estructurar y organizar la definicion de
tales velocidades, con lo cual es activado el plano [Sem-Dis].

Vmedia : _variacion ae veioadad entre +empor
airiintos. ;
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-Se carcuia con a penarente o lg
recro. tangente o (a func},e&l/ &

La gue  esk’ inrorita

[Vmedia: - variacion de velocidad entre 2 tiempos distintos. - Se determina calculando la
pendiente entre ambos puntos.

Vinstantanea: - velocidad en un punto especifico. - Se calcula con la pendiente de la recta tangente
a la funcion a la que esta inscrita]

Figura 16. Produccion matemadtica de D1, Parte 2 - Tarea 10

Por otro lado, la dupla realiza interpretaciones y validaciones a partir de la grafica
con el fin de justificar y estructurar organizadamente el significado de las
velocidades medias e instantdneas en relacion a las pendientes de la recta secante
y tangente, respectivamente. Con ello, se evidencia que se privilegio el paradigma
AR.
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Trabajo matematico de D2. Tarea 10

Observamos que D2 establece una diferencia entre la velocidad media e
instantanea a partir de sus respectivas definiciones. Segun la dupla, “la velocidad
media es el valor entre la variacion de la distancia en un intervalo de tiempo (V =
vd /vt), en cambio, la velocidad instantanea es un punto especifico, con un tiempo

especifico 7~ pbosicion del objeto” (ver figura 17). Asi, se evidencia el proceso

de visualizacion e interpretacion de la velocidad media e instantdnea representada
como la razon entre la variacion de distancia y tiempo. Luego, la génesis semiotica
es activada.
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Figura 17. Produccion matematica de D2, Parte 2 - Tarea 10

Si bien la dupla no responde en base a nuestro analisis de las acciones esperadas,
ya que representa a las velocidades pedidas como el cociente entre las magnitudes
de distancia-tiempo y no involucra un trabajo con pendientes, la dindmica en la
génesis semiodtica le permite al par organizar la definicion de tales velocidades,
con lo cual es activado el plano [Sem-Dis].

CONCLUSIONES

Luego de realizar los andlisis a las producciones matematicas de los estudiantes en
cada tarea presentada, el ETM nos permiti6 delimitar y caracterizar el espacio de
trabajo matematico de los estudiantes a partir de la articulacion e interaccion de
componentes epistemologicas y procesos cognitivos mediados por el uso de
GeoGebra. Para presentar de mejor forma esta seccion, explicaremos algunas
reflexiones que el ETM generd al caracterizar dicho trabajo matematico, para
seguidamente puntualizar dificultades y recomendaciones para el aprendizaje de
la tasa de variacion.

Este estudio evidencia que dar sentido a la nocion de tasa de variacion media
¢ instantdnea parte de un enfoque intuitivo a la idea de variacion y cambio
(Vrancken y Engler, 2014). Esto se muestra ya que los estudiantes realizan
exploraciones e interpretaciones simultaneas a diferentes objetos y/o artefactos
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como la tabla de valores, férmula de la variacion y velocidad, deslizador, pendiente
y vista grafica de GeoGebra, exponiendo asi la activacion de la génesis semiotica
(Silva, 2012; Viseu, 2017) e instrumental (Roorda et al., 2016); sin embargo,
percibimos que los aprendizajes de tales enfoques no se dieron de forma inmediata,
pues algunas nociones matematicas (funcién, planteo y solucion de ecuaciones
lineales) que se creian como parte de los conocimientos previos de los estudiantes,
no fueron movilizados.

Asi, podriamos entender un topico del Célculo (o Precalculo) como piezas de
domind alineadas, donde cada pieza es un saber matematico o conocimiento
previo; la caida de alguna pieza representaria alguna dificultad o conocimiento no
aprendido. Estas caidas o rupturas (Artigue,1995) afirman la importancia de las
conexiones e interacciones internas entre cada saber matematico (Oktag y Vivier,
2016) como, por ejemplo, la coordinacion de registros de representacion en objetos
como tangente y limite (Montoya-Delgadillo et al., 2018). Entre tanto, en la
busqueda del discurso matematico, la importancia recae sobre qué conocimientos
previos se tienen como herramientas y la experimentacion entre tales saberes,
aunque esta labor no siempre es suficiente.

Para ilustrar lo anterior, la produccion matematica de los estudiantes en la
tarea 7 (parte 1) permite justificar la activacion de algunas génesis; sin embargo,
es posible que algunas de ellas se confundan con otra, tal es el caso de la génesis
semiodtica y discursiva. Los estudiantes responden a partir de exploraciones y
observaciones a las tareas previas considerando la tabla de valores y formula de
velocidad media. Este hecho permite la dindmica en la génesis semiotica e
instrumental, no obstante, las respuestas obtenidas (discurso) son explicaciones de
lo sucedido en el registro de representacion de lenguaje natural y no se justifican
bajo algun conocimiento tedricamente organizado, debido a lo cual la génesis
discursiva no fue activada.

En esa direccion, identificamos que la argumentacion de justificaciones y
definiciones obtenidas por los estudiantes se manifiesta a partir de la exploracion
y experimentacion mediante el uso de artefactos, pero también desde un
razonamiento perceptivo que permite validar nociones de aproximacion (planos
[Ins-Dis] y [Sem-Dis], respectivamente). Aun asi, puede resultar dificil trazar una
linea que delimite claramente un trabajo matemdtico que conste de
argumentaciones, justificaciones, explicaciones y descripciones.

Refiriéndonos a los paradigmas en el dominio del Anélisis (Montoya-
Delgadillo y Vivier, 2016), estos permitieron dar cuenta de qué nociones propician
el surgimiento de conceptos relacionados a la variacion y tasa de variacion. No hay
que olvidar que nuestra investigacion esta dirigida a estudiantes de educacion
secundaria —a diferencia de los trabajos de Roorda et al. (2016) y Villa-Ochoa et
al. (2018)— por lo que era de esperarse que se privilegiara, en mayor medida, el
paradigma AG.

A pesar de ello, notamos que realizar un trabajo algoritmico basado en
nociones nacidas en la fisica, como lo es la velocidad, permitieron movilizar y
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privilegiar el paradigma AC. Es decir, los estudiantes priorizan el paradigma AG
al realizar interpretaciones basados en la geometria y nociones de variacion,
especialmente al explorar y caracterizar las graficas desarrolladas en GeoGebra,
mientras que el paradigma AC se prioriza principalmente cuando realizan calculos
algoritmicos a partir de nociones de variacion y la formula de velocidad media.

Teniendo en cuenta la propuesta didactica de Dolores (2000) y Dolores et al.
(2019), asi como el estudio de Sanchez-Matamoros et al. (2008), un trabajo
matematico con la tasa de variacion depende claramente del tipo de funcidon que
se considere, sea lineal o cuadratica para determinar la pendiente, velocidad y
aceleracion. Ahora bien, tal consideracion se debe dar bajo una terminologia
acorde al nivel de estudio sin los conceptos formales que propone el Célculo, pero
introduciendo nociones que hagan referencia a éstos. Tales acciones permitirian a
los estudiantes entender definiciones formales economicamente, como la
representacion de derivada en términos de €, § y Ax (Apdstol, 2001; Stewart,
2018).

A pesar que se subraya la importancia y necesidad en el uso de herramientas
tecnoldgicas, coincidimos con Drijvers (2015), Roorda et al. (2016) y Villa-Ochoa
et al. (2018), quienes afirman la integracién de tal tecnologia como parte del
quehacer matematico para un conocimiento integral de conceptos desde sus
significados y representaciones. De este modo, percibimos que el aprendizaje de
la tasa de variacion depende particularmente del disefio de una situacion de
aprendizaje, vale decir las tareas, las cuales estructuren la interpretacion y
significado de la tasa de variacion como velocidad bajo herramientas de
GeoGebra. Este disefio debe permitir comprender el comportamiento de las
representaciones de rectas secantes con sus respectivas pendientes en intervalos
cada vez mas pequefios (representaciones y signos), propiciando conjeturas sobre
ideas de aproximacion y limites.

Por otra parte, consideramos que la cantidad de tareas de la situacion de
aprendizaje presentada debe ser refinada privilegiando el rol del artefacto que
propicie argumentaciones validas basadas en su experimentacion. Asi, afirmamos
que junto al artefacto deslizador, la herramienta zoom (de alejamiento y
acercamiento) de GeoGebra facilitaria la visualizacion y comprension del
comportamiento de cada pendiente de recta secante en diferentes intervalos.

En definitiva, la tasa de variacion cumple un papel significativo, no s6lo como
herramienta mediadora de conocimiento entre distintos niveles de educacion, sino
también para el acceso hacia otras areas. Es por ello que, al operacionalizar el ETM
y subrayar el papel de la tarea y los recursos tecnologicos, concluimos natural
asociar y estudiar estas concepciones variacionales en areas como en la Economia
o la Estadistica, haciendo énfasis en los cambios de dominio y resaltando la
funcion de los paradigmas privilegiados en el trabajo matematico. Al mismo
tiempo, alertamos que en el Calculo se definen ciertas reglas que guian un trabajo
matematico basado en procesos algoritmicos —aunque sobre estos procesos no se
reflexione— dejando de lado los procesos de prueba y demostracion.
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Recomendamos, para futuras investigaciones, cuestionar: ;de qué forma los
recursos tecnoldgicos guian el proceso de prueba en la génesis discursiva y
favorecen que emerjan los diferentes paradigmas en el dominio del Analisis?
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HIGH SCHOOL STUDENTS' MATHEMATICAL WORK ON
RATE OF CHANGE TASKS BY USING GEOGEBRA

Marco Ticse, Jesus Victoria Flores Salazar y Jorge Vivas-Pachas

In the teaching and learning of Calculus, one of the central and current
problems is the difficulty of university students transitioning from secondary to
higher education. In this situation, the rate of change has gained importance
because it is considered a fundamental notion in calculus and a tool for mediating
knowledge between these levels of education. At the same time, the tasks and the
design of digital tools have played a crucial role in promoting mathematical work
and balancing epistemic and pragmatic values of the instrumented techniques
developed by the students. Therefore, since the importance of the rate of
change per se, we asked what cognitive processes and epistemological
components are immersed in the mathematical production of students when
solving tasks with the rate of change using GeoGebra? and how can we describe
and organize the articulations between such processes and components? To answer
these questions, based on the theory of Mathematical Working Space (MWS), we
analyze and characterize the mathematical production of two pairs of Chilean
students (15-17 years old) when solving 18 tasks of a learning situation concerning
the determination and association of the average and instantaneous velocity of an
object with the construction of the slope of the secant line and tangent line to a
curve with the support of GeoGebra. Thus, this article presents seven tasks of the
learning situation and shows that the students' mathematical workspace is
characterized by the articulation and interaction of epistemological components
and cognitive processes mediated by tools and artifacts. In addition, it’s evident
the importance of the intuitive approach to the idea of variation and change to
make sense of the notions of average and instantaneous rate of change.
Furthermore, in the search for mathematical discourse, the importance depends on
what previous knowledge one has as tools and its experimentation, even though it
is difficult to draw a line that delimits a mathematical work consisting of
arguments, justifications, explanations, and descriptions. Consequently, the
learning of the rate of change depends, particularly, on the design of a learning
situation that allows one to reflect and understand the behavior of the
representations of secant lines with their respective slopes in successively smaller
intervals, allowing conjectures on ideas of approximation and limits —even when
it is singular to establish proof and demonstration processes—, emphasizing the role
of the artifact and technological resources.
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