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Este trabajo es parte de una investigacion mds amplia que se desarrolla
en el ambito del pensamiento algebraico de estudiantes de educacion
primaria en Espaiia. Nos centramos aqui en identificar las estructuras
(regularidades identificadas) y las representaciones que aparecen cuando
los estudiantes trabajan con tareas de generalizacion. Involucramos
funciones lineales en un estudio de caso dentro del experimento de
ensernianza con tres estudiantes de 2° de educacion primaria (7-8 anos).
Destacamos que el numero de estructuras y la forma de generalizar la
estructura dependen de las tareas planteadas en cada caso, segun la
funcion implicada. Las generalizaciones de todos los estudiantes se han
representado mediante representaciones verbales y/o numéricas.
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Functional thinking of 2nd primary student: structures and representations

This work is part of a broader investigation that is being developed in the

field of algebraic thinking of elementary school students in Spain. We
focus here on identifying the structures (identified regularities) and
representations that appear during the generalization process of some
students when students work with generalization tasks. For this purpose,
we implemented generalization tasks involving linear functions in a case
study within a teaching experiment with three students in the 2nd year of
primary school (7-8 years old). We emphasize that the number of
structures and the way of generalizing the structure depend on the tasks
posed in each case. The generalizations of all students have been
represented by verbal and/or numerical representations.
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Las directrices curriculares de algunos paises como Australia, Canadé, China,
Japon, Corea, Singapur o Portugal contienen contenidos explicitos sobre el algebra
en edades tempranas (Merino et al., 2013; Pincheira y Alsina, 2021). En el caso de
Espafia (donde se desarrolla esta investigacion), el curriculo se hace menos
explicito en cuanto a elementos algebraicos y recomienda que los estudiantes de
primaria sean capaces de “describir y analizar cambios en situaciones, identificar
patrones, regularidades y leyes matematicas en contextos numéricos, geométricos
y funcionales” (Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, 2014, p. 19387). La
novedad de estos contenidos en los disefos curriculares justifica la necesidad de
que la investigacion aporte sugerencias sobre como implementar esos contenidos
(Ayala-Altamirano y Molina, 2020).

Una de las aproximaciones al pensamiento algebraico recomendada para los
estudiantes de los primeros cursos de educacion primaria, e incluso infantil, es el
pensamiento funcional. Este enfoque considera el uso del algebra en situaciones
concretas, de una forma significativa, con la funcién como contenido matematico
protagonista (Drijvers et al., 2011). El pensamiento funcional se centra en las
relaciones existentes entre cantidades que covarian conjuntamente (Blanton y
Kaput, 2004). Los antecedentes han demostrado que brindar a los estudiantes la
oportunidad de trabajar con tareas de generalizacion que involucran funciones
conduce a una comprension de la variabilidad conjunta (Brizuela et al., 2015;
Canadas y Brizuela, 2016).

El desarrollo del pensamiento funcional fomenta la capacidad para
generalizar, representar, justificar y razonar con relaciones matemadticas (Blanton
et al., 2011) y ayuda a superar las dificultades existentes en la comprension del
concepto de funcion en educacion secundaria (Doorman y Drijvers, 2011). Dos
nociones fundamentales con las que abordar el pensamiento funcional, y que
tratamos en este estudio, son la generalizacion y la representacion de la
generalidad. La capacidad de los estudiantes de educacion primaria para
generalizar, identificar estructuras y representar las generalizaciones son de interés
en el contexto funcional (Carraher y Schliemann, 2016; Pinto y Cafiadas, 2017;
Torres, Moreno y Cafnadas, 2021).

Consideramos que generalizar es pasar de lo particular a lo general y ver lo
general en lo particular (Mason, 1996). Tomamos la generalizacion como un
proceso y como un producto (Stephens et al., 2017). En este estudio implicamos
tareas de generalizacion que requieren precisamente de la identificacion de una
regularidad o estructura a partir de unos casos particulares dados (Polya, 1966).
Las nociones de generalizacion y de estructura estan relacionadas ya que en el
proceso de generalizacion se puede identificar la estructura a partir de casos
particulares. Trabajar la generalizacion en los cursos mas elementales permite, por
ejemplo, que los estudiantes se alejen de las particularidades que trae consigo el
calculo aritmético, identificando la estructura y las relaciones matematicas
involucradas (Blanton et al., 2011). En este estudio nos preguntamos por cual o
cuales son las estructuras que evidencian los estudiantes sobre las relaciones entre
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las variables implicadas en diferentes tareas durante el proceso de generalizacion.
Atendemos a las estructuras evidenciadas durante el trabajo con unos casos
particulares y también a las estructuras que generalizan.

La actividad matemadtica se realiza necesariamente en un contexto de representacion
(Duval, 2006). En el proceso de generalizacion que se lleva a cabo en este estudio
nos centramos en analizar la forma en la que expresan los estudiantes las relaciones
entre las variables implicadas. Los estudiantes pueden representar de diferentes
formas estas relaciones. El simbolismo algebraico no es la tinica forma en que los
estudiantes representan el pensamiento funcional, que también puede adoptar la
forma de lenguaje natural o incluso gestos (Radford, 2018). En este sentido nos es
util la nocidn de estructura porque con ella interpretamos, de sus representaciones,
las relaciones que evidencian. En este sentido, nos preguntamos: jcuales son las
representaciones que usan los estudiantes de educacion primaria para expresar la
generalizacion?

GENERALIZACION Y ESTRUCTURA EN UN ENFOQUE
FUNCIONAL DEL EARLY ALGEBRA

El pensamiento funcional se basa en la construccion, descripcion, representacion
y razonamiento con y sobre las funciones y los elementos que las constituyen
(Canadas y Molina, 2016). Promover el pensamiento funcional de los estudiantes
mas pequenos puede ayudar a desarrollar habilidades para analizar relaciones entre
cantidades y deducir la regla general de una regularidad en una situaciéon dada
(Kaput, 2008).

La generalizacion es un aspecto clave en el pensamiento funcional (Cooper y
Warren, 2011; Kaput, 2008). En este estudio atendemos a la generalizacion como
un proceso observando las diferentes estructuras que evidencian los estudiantes al
trabajar con diferentes funciones lineales. Una forma de describir como los
estudiantes relacionan las variables durante el proceso de generalizacion es a través
de la estructura que identificamos en sus respuestas, las cuales nos ayudan a
entender cOmo estos perciben, organizan y relacionan las regularidades detectadas
(Papic et al., 2011). La estructura hace referencia a la forma en la que se organiza
la regularidad presente entre las variables de las funciones involucradas (Torres,
Canadas y Moreno, 2021). Se refiere a como se operan los valores indeterminados
o valores numéricos cuando se usa o representa la regularidad (Urena, 2021). Esta
nocidén permite analizar como los estudiantes interpretan una regularidad vy,
potencialmente, generalizan dicha regularidad (Torres, Cafiadas y Moreno, 2021;
Warren et al.,, 2013). En este contexto, generalizar consiste en establecer la
estructura general existente entre cantidades que covarian.

Las definiciones de estructura en la literatura comparten ciertos aspectos, tales
como una expresion matematica, una entidad compuesta por elementos, la relacion
entre los elementos que la componen (signos y operaciones que las relacionan) y
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el orden de los elementos que componen dicha expresion (Hewitt, 2019; Kieran,
1989). En concreto, estamos interesados en identificar y analizar las estructuras
subyacentes en las respuestas de los estudiantes para describir como estos
organizan las regularidades en problemas que involucran funciones lineales.

Entre los investigadores que exploran la identificacion de estructuras podemos
destacar los trabajos liderados en Australia por Joanne Mulligan (p.e., Mulligan y
Mitchelmore, 2009; Mulligan et al., 2006; Papic et al., 2011). Los investigadores
infieren las estructuras interpretadas por los estudiantes al resolver diferentes
problemas donde, a través de las representaciones que estos usan, analizan las
diferentes formas en las que los nifios organizan objetos y conjuntos de objetos,
segin lo que interpretan de los problemas presentados. Los autores proponen
cuatro etapas generales de desarrollo estructural: “pre-estructural, emergente,
estructura parcial y desarrollo estructural” (Mulligan y Mitchelmore, 2009, p. 42).
Otros autores mas centrados en el contexto funcional estudian las estructuras en
tareas de generalizacion en estudiantes de educacion primaria (p.e., Pinto, 2019).
Este autor aborda la nocion de estructura con estudiantes de tercero de primaria (8-
9 afos). Emplearon 17 estructuras diferentes para una misma regularidad entre las
variables, y = 2x + 6. Siete de ellas adecuadas alatarea(y = 2(x + 2) + 2, y =
2x+3+3, y=x+x+6,y=2x+6,y=3x+2)—x,y=x+3) 2,
y = (x 4+ 2) + (x + 2) + 2), mientras que las 11 restantes no lo fueron.

También Torres et al. (2018) en un estudio con seis estudiantes de segundo de
educacion primaria de 7-8 anos identificaron cuatro tipos de estructuras diferentes
(y=x+3,y=x+x,y=x+2, y=x+1)", utilizando una tarea que
involucra la funciéon y = x + 3en la que se trabajaba con casos particulares dados.
La mayoria generaliz6 verbalmente la estructura correcta, y = x + 3, al preguntar
sobre la generalizacion e identificaron la misma estructura para casos particulares
y para el caso general, observandose coherencia en sus respuestas. Ambos trabajos
representan las estructuras de manera simbolica como una interpretacion de lo que
los estudiantes transmitieron de manera verbal y/o escrita.

En el estudio de la generalizacion como proceso destacamos los trabajos de
Rivera (2017) y Rivera y Becker (2003), que han sido referentes para la
construccion del modelo que utilizamos en el estudio de Torres, Moreno y Cafiadas
(2021). La diferencia sustancial entre el que mostramos aqui y los anteriores radica
en la clasificacion de casos particulares empleados que diferencian cada una de las
fases en nuestro estudio. A partir de situaciones que involucran diferentes casos
particulares y, observando estructuras, se puede llegar a la generalizacion.

El modelo de Torres, Moreno y Cafiadas (2021) comprende tres fases:
abducciodn, induccion y generalizacion. En cada fase se consideraron diferentes
casos particulares propuestos a los estudiantes, las conjeturas planteadas por los
estudiantes, las estructuras evidenciadas por los estudiantes y su representacion, y
la aceptacion de una estructura previamente definida por los estudiantes que

1 Hemos traducido a lenguaje algebraico lo que el estudiante representa verbalmente.
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defini6 el limite entre fases. Los casos particulares que facilitamos no son
consecutivos para que los estudiantes no se cifian a una relacion de recurrencia que
impida la evidencia de la relacion funcional. Como sugiere Stacey (1989), los
casos cercanos son aquellos que requieren que los alumnos determinen el siguiente
término de una serie o uno que pudiera encontrarse contando. Los casos lejanos
son los que requieren de una comprension o de la identificacion de la regularidad.
Los casos especificos lejanos requieren representar cantidades que no se pueden
dibujar o que son dificiles de encontrar contando con las habilidades académicas
de los estudiantes. Ademés de los casos particulares, se plantearon casos
indeterminados con cantidades indeterminadas en los que la respuesta dependia
del reconocimiento de una relacion. Presentamos las diferentes fases del modelo
en la Figura 1.

12 Fase de Abduccion

Trabajo con casos
particulares cercanos

Formulacion de
conjeturas

Representacion de
estructuras

Aceptacion de una
estructura

22 Fase de Induccion

Trabajo con casos
particulares lejanos

Reformulacién de
conjeturas y
validacion

Representacion de
estructuras

Confirmacion de la
estructura

32 Fase de Generalizacion

Trabajo con caso
general o

Reafirmar las
conjeturas

Representacion de
estructuras

Generalizacion de la
estructura

indeterminado

Figura 1. Modelo sobre el proceso de generalizacion (Torres, Moreno y Canadas,
2021, p. 15)

La fase de abduccion sucede en los primeros casos particulares (casos particulares
cercanos). En esta fase se detectan las primeras estructuras. En la fase de abduccion
es donde se generan hipotesis que no se confirman hasta que no contamos con
otros casos particulares, los lejanos (fase inductiva), momento en el que los
estudiantes han necesitado identificar una relacion entre las variables para poder
continuar con el proceso ya que en estas edades quedan desprovistos de
herramientas como visualizar claramente la cantidad, contar o dibujar al trabajar
con cantidades cada vez mas grandes. Es aqui donde observamos la posible
confirmacion de conjeturas; fase de induccion. Una conjetura se ha confirmado
cuando un estudiante evidencia la misma estructura en mas de dos ocasiones
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durante el trabajo con casos particulares lejanos. De esta manera el estudiante hace
notar que ha adquirido una consciencia de la regularidad implicada, de la estructura
implicita. Finalmente, si se consigue reafirmar la conjetura confirmada mediante
los casos indeterminados o el general se obtiene la generalizacion.

Hemos llamado caso particular cercano cuando se solicita un término siguiente
o alguno que puede obtenerse por un conteo, mientras que hemos llamado caso
particular lejano a aquellos donde es necesario conocer o identificar el patron o la
funcion para dar respuesta. Los casos particulares lejanos son aquellos en los que
los numeros representan cantidades que no pueden dibujarse o que dificultan el
conteo debido al nivel educativo de los estudiantes. Ademdas de esos casos
particulares, al estudiante se le presentan casos indeterminados donde la respuesta
estd condicionada al reconocimiento de la funcion.

REPRESENTACIONES

En la tradicion investigadora de la Educacion Matematica las representaciones
tienen gran relevancia por su rol en la construccion del conocimiento matematico
(Cai, 2005; Kaput, 1991. El aprendizaje de representaciones matematicas
proporciona a los estudiantes herramientas que aumentan su capacidad de pensar
ademads de ayudar a comunicar ideas matematicas (National Council of Teachers
of Mathematics [NCTM], 2007).

Tratar la generalizacién en educaciéon primaria supone aceptar que los
estudiantes pueden representar las relaciones identificadas no solo mediante
simbolismo algebraico, sino que también lo pueden hacer mediante el lenguaje
natural o los gestos (p.e., Radford, 2002). Si bien las letras son esenciales en
algebra, se acepta que los modos de pensamiento y actividad algebraica se pueden
expresar de otras maneras. Los tipos de representaciones que pueden utilizar los
alumnos de primaria para resolver problemas con funciones lineales incluyen:
representacion verbal, pictorico, numérico, notacion algebraica, tabular y grafico
(Carraher et al., 2008). También podemos encontrar combinaciones de diferentes
representaciones (Carraher et al. 2008). Asumimos que la representacion verbal es
aquella que se hace mediante el lenguaje natural, ya sea oral o escrito (Cafiadas et
al, 2008). Radford (2003), destaca que la representacion verbal en las
descripciones de los estudiantes ante casos particulares o el general, funciona
como una herramienta util para promover el uso de otros tipos de representaciones.

Las representaciones pictoricas utilizan unicamente recursos visuales, sin
ninguna notacién que pueda considerarse de caracter simbodlico (Cafiadas y
Figueiras, 2011). Segun los antecedentes, la representacion pictorica y la verbal
suelen ser las predominantes en el trabajo con estudiantes de los primeros niveles
educativos (Cafiadas y Fuentes, 2015). También es usual encontrar la utilizacion
de la representacion verbal y la representacion numérica para expresar las
estructuras evidenciadas entre variables (Torres, Cafiadas y Moreno, 2021).
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Las representaciones numéricas se sirven de numeros y operaciones
expresados mediante lenguaje matematico. Las representaciones simbolicas se
caracterizan por el uso del simbolismo algebraico, siendo las representaciones que
suponen un mayor grado de abstraccion para los estudiantes. Asi mismo, tenemos
en cuenta las representaciones multiples, que resultan de la combinacion de dos o
mas representaciones diferentes (Kolloffel et al., 2009).

Urena et al. (2019) estudiaron las representaciones de las generalizaciones de
25 estudiantes de cuarto de primaria (de 9 a 10 afios) en torno a una tarea basada
en la funcion y = x + 2. Los autores identificaron cuatro formas de representacion
de la generalizacion de una relacion funcional. Todos los estudiantes usaron la
representacion numérica, seis estudiantes usaron la representacion genérica, siete
la representacion verbal y tres la simbolica.

En el estudio de Merino et al. (2013) con 20 estudiantes de 10 a 11 anos, las
representaciones verbales, pictoricas, numéricas y simbolicas son las que tuvieron
mayor relevancia. El tipo de representacion més usada por los estudiantes fue la
verbal, si bien en la mayoria de los casos estas representaciones aparecen como
representaciones multiples, acompafadas de otras numéricas o pictoricas.

Con este estudio pretendemos contribuir a la investigacion sobre el
pensamiento funcional de estudiantes de 2° de educacién primaria abordando la
generalizacion. Los objetivos de investigacion de este trabajo son:

¢ Identificar las estructuras que evidencian los estudiantes durante las tareas

de generalizacion.

¢ Describir las representaciones que usan los estudiantes.

METODO

Este trabajo es parte de una investigacion mas amplia. Presentamos un estudio de
tipo cualitativo, con carécter exploratorio y descriptivo. Enmarcamos este estudio
en el paradigma de la investigacion de disefio, en particular, la metodologia
propuesta es un experimento de ensefianza (Molina et al, 2011). Aplicamos cuatro
sesiones de clase a un grupo de 24 estudiantes de 2° curso de Educacion Primaria
(7-8 afios) de un colegio de Granada (Espafia), de los cuales se seleccionaron tres
para realizar estudios de caso, dentro del experimento de ensefianza. Dicha
seleccion se debid a que asistieron a todas las sesiones de clase y la maestra los
propuso por su buena disposicion a colaborar y sus diferentes logros de
aprendizaje. Los estudiantes habian trabajado previamente con los numeros del 0
hasta el 399, comparacion de nimeros y operaciones de sumas y restas con y sin
llevadas. No habian trabajado con problemas que involucraran funciones lineales,
la generalizacion y tampoco habian hecho uso de diferentes representaciones para
manifestar relaciones entre variables. En adelante nombraremos a los estudiantes
como E1, E2 y E3, para respetar su anonimato.
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Recogida de informacion

Para cada una de las cuatro sesiones disefiamos una tarea con base en un problema
de generalizacion que involucraba una funcion lineal. Los contextos de las tareas
utilizadas han sido validados al ser tratadas previamente en nuestros antecedentes
(Brizuela et al, 2015). Cada sesion estaba compuesta de diferentes partes. En la
primera introdujimos el contexto de la tarea y planteamos algunas preguntas
relativas a casos particulares (entre 4 y 6 cuestiones) hasta ver que los estudiantes
entendian la situacion y las preguntas. En la segunda, aplicamos un cuestionario,
de manera individual y en papel, con preguntas sobre casos particulares (5
cuestiones) y, siguiendo el modelo de Torres, Moreno y Cafiadas (2021), incluimos
preguntas sobre otros casos particulares hasta llegar a la generalizacion. La tercera
parte constituia el cierre de las sesiones, momento en el que los estudiantes podian
presentar sus respuestas y explicarlas al gran grupo.

En las preguntas realizadas sobre los casos particulares (cercanos y lejanos)
hemos evitado nimeros consecutivos para evitar la recursividad como tnico modo
de generalizacion. Los casos planteados han ido desde cantidades concretas hasta
cantidades indeterminadas mediante el uso de términos como “muchos”.

Tres miembros del equipo de investigacion estuvieron a cargo de la
implementacion de las sesiones: un investigador-docente era que guiaba la sesion,
otro investigador ayudaba al investigador-docente en la gestion del aula
atendiendo las dudas que pudieran surgir durante la cumplimentacién de los
cuestionarios y otro investigador llevaba la parte técnica sobre la videograbacion
de las sesiones. La maestra de los estudiantes estuvo presente pero no intervino.
Los estudiantes no recibieron feedback para no interferir con nuestros objetivos de
investigacion y con el caracter exploratorio del trabajo. La informacion que
analizamos aqui proviene de los cuestionarios cumplimentados por los estudiantes.

Sesiones de clase
En la Tabla 1 presentamos los contextos de las tareas planteadas en las diferentes
sesiones y las funciones involucradas.

El contexto de las dos primeras sesiones fue el mismo porque resulto
motivador para los estudiantes. En las sesiones 3 y 4 la funcion fue la misma y el
contexto diferente ya que el contexto del cumpleafios no genero el interés esperado
en los estudiantes. Dependiendo de la dificultad en las respuestas de los estudiantes
involucramos funciones aditivas y/o multiplicativas.

A continuacion, presentamos las sesiones de clase que tuvieron lugar. Todas
siguen una estructura basada en un proceso de generalizacion (Torres, Moreno y
Canadas, 2021).

Los propositos de las sesiones fueron, acordes con los objetivos de
investigacion: (a) explorar como los estudiantes relacionan las variables
involucradas, b) identificar y describir estructuras evidenciadas por los estudiantes,
(c) explorar la generalizacion de los estudiantes mediante el uso de diferentes
representaciones.
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Tabla 1
Sesiones de clase
Sesiones Contexto de la tarea Funcién
Parque de Un nuevo parque de atracciones ha llegado a Granada. y=x+3
atracciones  Para entrar, te sacas un carnet de socio que vale 3 euros y
1 puedes entrar siempre que quieras. En el parque hay
diferentes atracciones. Cada viaje vale 1 euro.
Parque de A Pulianas llega un parque de atracciones. La primera vez ¥ =1+ 2x
atracciones  que entras, te sacas un carnet de socio que vale 1 euro y
2 puedes entrar siempre que quieras. En el parque hay
diferentes atracciones. Cada viaje en una atraccion vale 2
euros.
Cumpleanios Lucia cumple afios y sus padres quieren invitar a sus y=2x
amigos a la fiesta. Hay para comer bocadillos y tartas, asi
que cada persona tendra dos platos.
Paradas de  Un tren va recogiendo a los amigos de Elsa para que y=2x
tren vayan a su cumpleafios. En cada parada de tren se montan

siempre el mismo nimero de personas. Queremos saber
cuantas personas tendra el tren cuando haya pasado por
muchas paradas. ;Como puedes saber cudntas personas
lleva el tren si en cada parada suben 2 personas?

Sesion 1. Parque de atracciones 1
Algunos de los casos particulares y el caso general empleados en el cuestionario
fueron planteados como indica la Tabla 2.

Tabla 2

Sesion 1. Preguntas sobre casos particulares y caso general

Casos particulares cercanos y lejanos

Caso general

(Cuanto tienes que pagar por hacerte socio
del parque y comprar 14 viajes? ;Como lo

sabes?

Un nifio de la clase ha dicho que se
hizo socio y las veces que viaja en

las atracciones. Explicale como
puede calcular cuanto se ha gastado.

(Cuanto tienes que pagar por hacerte socio
del parque y comprar 100 viajes? ;Cémo lo

sabes?

(Cuanto tienes que pagar por hacerte socio
del parque y comprar un millon de viajes?
(Como lo sabes?
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Sesion 2. Parque de atracciones 2

En esta ocasion preguntamos a los estudiantes por la generalizacion de dos formas
diferentes que hemos distinguido como caso general 1 y caso general 2. El caso
general 2 es diferente a los tratados anteriormente, ya que planteamos la pregunta
general representando una cantidad indeterminada mediante un dibujo, una
mancha, como puede apreciarse en la tercera columna de la Tabla 3. Tanto los
casos particulares como los generales fueron planteados como indica la misma
tabla.

Tabla 3

Sesion 2. Casos particulares y generales

Casos particulares Caso general 1 Caso general 2

cercanos y lejanos

(Cuanto pagas por el Isabel paga por el carnet y Isabel paga por el carnet y
carnet y 1 viaje? muchos viajes. Explica como & ,4jcs5. Explica como
Explicame como lo  sabe cuanto paga. sabe cuanto paga.

haces.

(Cuanto pagas por el
carnet y un millén
viajes? Explicame
como lo haces

Sesion 3. Cumplearios

Los casos particulares en esta sesion son analogos a los de la sesion 1. Hubo una
unica pregunta relativa al caso general. Algunos de los casos particulares y el caso
general aplicados en el cuestionario fueron planteados como indica la Tabla 4.
Aqui planteamos la pregunta general representando una cantidad indeterminada
mediante el simbolo Q.

Tabla 4

Sesion 3. Casos particulares y caso general

Casos particulares cercanos y lejanos Caso general

Si hay 2 personas en el cumpleaiios ;Cuantos Los padres de Lucia han recibido una
platos hay que comprar para la fiesta? carta de su amigo extraterrestre
Explicame como lo haces. Marsian. Les ha dicho (en su idioma)

que van a ir £ extraterrestres a la
fiesta. ;Puedes escribirle a Marsian
los platos que se necesitan?

Si vamos las 20 personas de la clase ;cudntos
platos hay que comprar para la fiesta?
Explicame como lo haces.
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Sesion 4. Paradas de tren

En esta sesion la forma de presentar los casos particulares fue diferente.
Planteamos ahora una forma tabular de representacion con la finalidad de
profundizar en la manera en que identifican las estructuras. En la Figura 2 aparece
la secuencia de casos particulares en la manera en la que se lo presentamos a los
estudiantes en este cuestionario.

En esta sesion organizamos y relacionamos las variables involucradas en el
problema mediante una tabla. Los encabezados estan en blanco ya que
pretendiamos explorar el significado que le atribuyen los alumnos a una tabla de
dos columnas (si saben usarla, si relacionan valores por filas o por columnas, como
nombran a las variables involucradas...). En definitiva, explorar la forma en la que
identifican la relacion entre cantidades variables. Esta actividad sugeria ademas
escribir los encabezados para las variables dependientes o independientes.
Nosotros ddbamos cantidades iniciales y también les pediamos que dieran algunos
numeros cada vez mas grandes para ver si estaban identificando la relacion entre
variables. Incluimos las expresiones de “muchas paradas” e “infinitas paradas”
como cantidades indeterminadas. La pregunta para el caso general viene dada por:
(Como le explicarias a un amigo cuantas personas llevara el tren cuando pasa por
muchas paradas?

Casos particulares cercanos y lejanos

3
13

Proponen nimeros

Probar con niimeros cada vez
mas grandes (dependera de
los que hayan propuesto)

1 millon

Muchas paradas

Infinitas paradas

Figura 2. Casos particulares, sesion 4

Analisis de datos

Tras analizar las respuestas escritas al cuestionario, realizamos un analisis de datos
cualitativo. En este andlisis hemos atendido unicamente a la informacién que
provenia de los cuestionarios ya que la de las sesiones videograbadas fue muy
escueta al no haber participacion de los estudiantes. Disefiamos las categorias de
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analisis relativas a estructuras durante el proceso de generalizacion (casos
particulares y caso general) y representaciones, atendiendo a los objetivos de
investigacion. Consideramos que un estudiante identifica una estructura cuando
responde a dos o mas cuestiones siguiendo la misma regularidad o cuando
generaliza porque es una manera de evidenciar que son conscientes de la
regularidad implicita y que no lo expresan por casualidad. Consideramos que, en
estos casos, las respuestas de los estudiantes no son producto de un mero calculo,
sino que responden a un patron de respuesta, la creacion de conciencia de lo que
se repite, para varias cuestiones o la generalizan. Describimos las diferentes
representaciones utilizadas en cada sesion atendiendo a la clasificacion presentada
en el apartado de representaciones de este estudio.

En los resultados presentaremos las categorias, a la vez que presentamos
ejemplos del trabajo de los estudiantes que las evidencian.

RESULTADOS

Presentamos los resultados sobre estructuras tanto para los casos particulares como
para el caso general en cada una de las tareas propuestas. Describiremos también
las representaciones utilizadas en las respuestas de los estudiantes.

Estructuras y representaciones

Presentamos el resumen de resultados sobre estructuras en la Tabla 5 en las cuatro
sesiones. Expresamos las estructuras que hemos interpretado con notacion
algebraica, aunque no es la representacion empleada por los estudiantes como se
observara en los ejemplos posteriores. Cada estudiante puede evidenciar diferentes
estructuras; recogemos las estructuras de cada estudiante en el orden cronologico
en el que las observamos.

Tabla 5
Resumen de estructuras evidenciadas
Sesion Funciéon  Estudiante  En trabajo En trabajo  En trabajo
con casos con caso con caso
particulares general 1 general 2
Parque de y=x+3 El y=x+3 NR!
atracciones 1 E2 y=x+3 y=x+3
E3 y=x+3 NE'
Parque de y=1+2x El y=1+2x NE NE
atracciones 2 E2 y=1+x y=1+x y=1+x
E3 y=1+x NE NE
El y=x+x y=x
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Tabla 5

Resumen de estructuras evidenciadas

Cumpleafios y=2x E2 y =2x NE
E3 y =2x NR

Paradas de y=2x El y=2x NE

tren E2 y = 2x NE
E3 y =2x NE

' NR= No responde
"NE= No evidencia estructura

En general, todos los estudiantes identificaron alguna estructura en el trabajo con
casos particulares; no ocurre lo mismo en el caso general. En la sesion 1 (parque
de atracciones 1), los tres estudiantes evidenciaron la estructura
y = x + 3 en respuestas a preguntas sobre casos particulares. E1 expresé que son
103 lo que tiene que pagar por hacerse socio del parque y comprar 100 viajes:
“junto 100 y 3 mas”. E3 escribié que “suma 3 y 100” para obtener la respuesta.
Mostramos un ejemplo de la respuesta de E2 en una cuestion sobre casos
particulares en la Figura 3.

(Cuanto tienes que pagar por hacerte socio del
millon de viajes? p
1000

ue y comprar un

00R
(Coémo lo sabes?
A ' 415) Z T VA +— WYT\\“/L\ LN
!/@f U@\ 4
o ~=|e " |
|

L) ‘

Un nmo deYa clase ha dlChO que se hlZO soc1o J—las%ées*que viaja en las

B N L T Tlaa1__1_ _ ¢

Figura 3. Respuesta de E2 a la pregunta sobre un caso particular (1 millon)

E2 es el unico estudiante que generalizd en esta sesion expresando: “porque
siempre tengo que sumar 3 + un nimero”. E1 no respondié a esta cuestiéon y E3 lo
hizo sin dar evidencia de haber identificado estructura. La respuesta de E3 al caso
general fue: “dandole el precio”.

En cuanto a las representaciones usadas por estos tres estudiantes podemos
identificar dos tipos: verbal y numérica. Ambas pueden observarse en el ejemplo
de la figura 2. La representacion verbal vino dada por el lenguaje natural escrito:
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“sumar tres + un millon”. Dentro de esta representacion encontramos el signo mas
(+), representando la adiccion de cantidades. Podemos apreciar que en este caso
los dibujos que realiza no contienen el significado de lo que seria una
representacion pictorica.

En la sesion 2, solo El evidencio la estructura correcta del problema en los
casos particulares. Al preguntarle cuanto paga por el carnet y 20 viajes, E1 escribe:
“sumo 20+1 y me salen 21”. Cuando le preguntamos cuanto paga por el carnet mas
un millon de viajes, E1 contestd: “Sumo 1000000+1 y me salen 2000001”. E2 y
E3 contestaron a las preguntas sobre los casos particulares evidenciando la misma
estructura y = 1 + x, incorrecta en este contexto. E2 contest6 al caso particular
sobre los 20 viajes y de la siguiente forma: “21, porque hay que sumar 1y 20”. E3
igualmente contestd: “21, sumando 20 y 1”.

En cuanto a los casos generales, E2 generalizdo mediante la estructura 1 + x.
En el caso general 1 expresa: “61 porque muchos pueden ser 60 més 1 son 61”. En
el caso general 2, E2 expreso: “6 porque puede que haya cinco y 1+5 son 6”. Hizo
referencia a la cantidad indeterminada representada por una mancha mediante un
valor concreto. En la Figura 4 puede verse este ejemplo.

6. Isabel paga por el carnet y . viajes. Explica como sabe cuanto paga.

i) mondl
Tm‘f‘” - WU PN 7 ﬂuw

1+ 5 aem

v

U AN
@

Figura 4. Respuesta de E2 a la pregunta sobre el caso general 2

El y E3 no evidenciaron la estructura al preguntarles por el caso general. Por
ejemplo, E1 al preguntarle por el caso general 1y 2 escribi6 201.

En este caso, los tres estudiantes utilizaron las representaciones numéricas y
la verbal de manera conjunta, en de la misma forma que puede verse en la figura
3.

En la sesion 3, E2 y E3 evidenciaron la misma estructura cuando trabajan con
casos particulares y = 2x. E1 evidencia la estructura aditiva y = x + x. E2 es un
caso destacable en esta sesion ya que a partir de los casos particulares cambia la
estructura y = 2x. Podemos apreciarlo en la Figura 5.
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B.-Si hay 4 personas, ¢cudntos platos hay que comprar para
la fiesta? P

Explicame cémo lo haces.
g N =030 ¢
%9 +9+2+9

WML Ho

C.-Si hay 10 personas, ¢cudntos platos hay que comprar para
la fiesta? -V

Explicame cémo lo haces.
/) )(/7‘“, - {)

An~0
L¥10=2
””;tr oy
CUNLON N\ AMAY)

- (

&

7/‘\,:)

Figura 5. Respuesta de E2 a los casos particulares

En el caso general, E1 evidenci6 estructura y = x, escribe que necesitaran €
platos. Expresa: “Q significa que van a venir Q extraterrestres”. E2 no evidencia
la estructura en el caso general y E3 no responde a esta pregunta. Las
representaciones usadas por los alumnos en esta sesion han sido de tipo verbal y
numérica.

En la sesion 4, los estudiantes evidenciaron la misma estructura cuando
trabajan con casos particulares y = 2x. Ejemplo de ello lo vemos con el estudiante
E3 en la Figura 6.

De esta manera interpretamos que la estructura evidenciada por los estudiantes
ha sido y = 2x. En el caso general, no observamos que los alumnos hayan
identificado algun tipo de estructura al preguntarle por cudntas personas llevara el
tren tras muchas paradas.

En cuanto a las representaciones tenemos que las usadas han sido en este caso
y de nuevo las representaciones numérica y verbal. Por otro lado, a través de la
representacion tabular que utilizamos en la tarea, interpretamos que, aunque El,
E2 y E3 no sugieren titulos para los encabezados (el investigador que guia la sesion
es quien les dice lo que tienen que escribir), reconocen lo que significa cada
numero de la tabla.
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Figura 6. Casos particulares por el estudiante E3

A modo de resumen podemos decir, que el analisis de los datos de las cuatro
sesiones arroja que en la sesion 1 y 4, todos los estudiantes identificaron
correctamente la estructura empleada en cada uno de los contextos, en preguntas
sobre casos particulares. Las relaciones implicadas en estos contextos han sido:
y=x+3,y =2x. En las sesiones 2y 3 (y = 1+ 2x, y = 2x), los estudiantes
E2 y E3 han identificado correctamente la estructura de la funcién en los casos
particulares. Solo el estudiante E1 ha identificado la estructura correcta en la sesion
2 para los casos particulares donde involucramos la funcion y = 1 + 2x.

En los casos generales la situacion es diferente. Tan solo generaliza la relacion
funcional correctamente el estudiante E2 en la sesion 1. En las demas sesiones los
estudiantes de este estudio, en su mayoria, no generalizan ninguna estructura que
podamos interpretar salvo en las sesiones 2 y 3 donde E2 y E1 evidencian una
estructura que no se corresponde con la relacion funcional implicada. En otras
sesiones no contestan a las preguntas planteadas para el caso general.

CONCLUSIONES

Hemos observado evidencias de pensamiento funcional en estos estudiantes de
segundo curso de Educacién Primaria cuando atendemos a la forma de expresar
las regularidades que encuentran (estructuras) en las situaciones vistas y a la forma
de representar las generalizaciones que evidencian.

La estabilidad de la estructura es fundamental en el proceso de generalizacion.
La cantidad de estructuras correctas identificadas por los estudiantes (sobre todo
en los casos generales) ha sido menor que las encontradas en el estudio previo de
Canadas et al. (2008). En esta ocasion el analisis de los datos ha provenido
unicamente de las respuestas escritas de los estudiantes a los cuestionarios
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aplicados en cada una de las sesiones. Lo que quiere decir que no ha habido
oportunidad de profundizar més en las respuestas de los estudiantes mediante el
uso de entrevistas.

Encontramos unos resultados que difieren de los del trabajo de Pinto (2019)
cuando atendemos a la variedad de estructuras evidenciadas. Nosotros
encontramos mayor coherencia en las respuestas dadas debido a que se dan pocas
estructuras diferentes para una misma regularidad. La dificultad para tratar con
unas funciones y otras parece evidente. La funcion aditiva y = x + 3 no presenta
problema en su identificacion en los casos particulares. Tampoco presenta mayor
problematica la funcion y = 2x, funcién multiplicativa. Sin embargo, la funcion
y = 1+ 2x, aditiva y multiplicativa ha presentado una mayor dificultad en su
identificacion en los casos particulares dados. Encontramos que los estudiantes
han tendido a evidenciar la estructura y = 1 + x en la mayor parte de los casos
estudiados en la sesion 2 (parque de atracciones 2).

En cuanto a las sesiones que comparten la misma funcion (sesion 3 y 4)
encontramos que los estudiantes han evidenciado mas dificultad al generalizar la
estructura en la sesion 4, la correspondiente a las paradas de tren. En la sesion del
cumpleafios es un estudiante el que expresa la generalizacion mediante una
estructura que no es la correcta.

La comparacion entre los resultados obtenidos entre las sesiones 1 y 2 durante
los casos particulares y el caso general advierten de que la estructura aditiva con
la multiplicativa de una misma funcion dificulta la tarea de generalizacion en estos
estudiantes de segundo de primaria. Igualmente observamos que los contextos
involucrados en las sesiones 3 y 4 que han sostenido la misma funcion arrojan
diferencias. Para los casos particulares la evidencia de cantidad de estructuras
correctas ha sido mayor en la sesion sobre las paradas de tren, pero esta cantidad
ha sido menor en cuanto al caso general. Esto puede deberse a la diferencia de los
contextos implicados o la forma de introducir la situacién usando la representacion
tabular. Por tanto, esto constituye una linea de investigacioén centrada en comparar
diferentes contextos y usos de diferentes representaciones para presentar las tareas
usando las mismas funciones y viceversa, para valorar la medida en la que esto
afecta a la identificacion de la estructura implicita.

Tanto en la sesion 3 como en la sesion 4 ningin estudiante consigue
generalizar. En la sesion 2 hubo dos formas de preguntar sobre la generalizacion
para acercarse a ella. Ambas han obtenido los mismos resultados por parte de los
estudiantes y usan un valor concreto sin una logica determinada para referirse a las
cantidades indeterminadas representadas por nosotros mediante “muchos viajes”
o mediante un dibujo que representaba la cantidad de viajes. Sin embargo, en la
sesion 3 sobre el cumpleafios ha sido un estudiante el que ha empleado el simbolo
Q en su respuesta sin recurrir a un valor concreto. Este uso puede darse por
repeticion, el estudiante lo ha visto escrito en el enunciado de la tarea.
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En cuanto a las representaciones empleadas por los estudiantes en las cuatro
sesiones han sido en todos los casos representaciones verbales y/o numéricas como
apuntaban los trabajos de nuestros antecedentes (p.e., Cafiadas y Fuentes, 2015;
Merino et al., 2013; Urena et al., 2019), en estas edades tempranas. El sistema de
representacion verbal aparecid usualmente vinculado con la representacion
numérica. Al incluir la representacion tabular en la ultima sesion hemos
observando que los alumnos han sido capaces de relacionar la variable dependiente
e independiente mediante ese medio.

Coincidimos en que una introduccion temprana a una perspectiva funcional
puede fomentar una vision profunda del concepto de funcién (Martinez y Brizuela,
2006). Dadas las representaciones habituales por los estudiantes en este estudio y
las diferentes estructuras identificadas en una tarea de generalizacion, ponemos de
manifiesto que los estudiantes de estas edades tienen la capacidad y herramientas
necesarias para trabajar este tipo de tareas en el aula de primaria.

Una apuesta interesante es la de seguir trabajando en como los diferentes
contextos y las distintas funciones implicadas afectan en la manera en la que los
estudiantes se acercan a la generalizacion. Esta informacién nos ayudard a
caracterizar el pensamiento funcional en los estudiantes en estas edades y nos
brindara las herramientas con las que disefiar una instruccion eficaz en el sentido
funcional de esta investigacion.
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