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En este articulo examinamos la influencia de tareas de geometria en el
desarrollo de procesos de conjeturacion, dirigidas a estudiantes de
primer semestre de arquitectura. El diserio de las tareas se fundamento en
el Modelo de Tareas Tecno-Pedagdgicas (MTT). Seguimos la pauta de
una investigacion de disefio y realizamos el andlisis tomando como
herramienta analitica el conjunto de fases del proceso de conjeturacion
propuestas por Canadas y colaboradores (2008) en articulacion con los
patrones de variacion sugeridos por Marton et al. (2004). Concluimos que
el MTT ofrece una alternativa util para estructurar el diserio de tareas
mediadas por un software de geometria dinamica cuyo proposito sea
promover procesos de conjeturacion.
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Potential of the Techno-Pedagogical Tasks Model to Promote Conjecture
Processes in University Students

In this article we examine the influence of geometry tasks on the
development of conjecturing processes, aimed at first-semester
architecture students. The design of the tasks was based on the Techno-
Pedagogical Task Model (TTM). We used as an analytical tool the set of
phases of the conjecturing process proposed by Carnadas et al. (2008),
articulated with the patterns of variation suggested by Marton et al.
(2004). We conclude that the TTM offers a useful alternative to structure
the design of tasks mediated by a dynamic geometry software, the purpose
of which is to promote conjecturing processes.
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La capacidad argumentativa es reconocida hoy en dia como una competencia
esencial en la formacion de los estudiantes universitarios de cualquier campo del
conocimiento. Esto se debe, entre otros, a que la adquisicion de esta competencia
permite a los futuros profesionales defender sus ideas en procesos de didlogo con
sus pares (Alfonso-Cuellar et al., 2018; Garcia-Barrera, 2015). Sin embargo, en el
caso particular de Colombia, se ha identificado la deficiencia de habilidades
argumentativas como uno de los fendmenos que mas impactan en la desercion
universitaria en los distintos programas académicos ofrecidos por las instituciones
de educacion superior (Bravo-Castillo y Mejia-Giraldo, 2010).

En el contexto particular de las matematicas universitarias esta competencia
adquiere especial importancia, ya que se espera que los estudiantes tengan la
capacidad de participar en discursos argumentativos en su campo del conocimiento
(Weinberger et al., 2005). En ese sentido, los procesos argumentativos deben
enfocarse en las aplicaciones del conocimiento matemdatico a los problemas
propios de la correspondiente profesion. En el contexto colombiano, dicha
necesidad ha sido reconocida por entidades oficiales en algunos documentos en los
cuales mencionan la importancia de la argumentacion en la actividad matematica
universitaria (Toro y Villaveces, 2008).

En el centro de la actividad argumentativa en matematicas se encuentran los
procesos de conjeturacion y demostracion (Arzarello et al., 1998; Canadas et al.,
2008). En este articulo nos centramos en el proceso de conjeturacion y entendemos
que una conjetura es una afirmacion de la que se tienen indicios de ser verdadera,
a pesar de no haber sido demostrada (Cafiadas et al, 2008).

Investigaciones recientes (Baccaglini-Frank, 2019; Kovacs et al., 2018) han
identificado la importancia del software de geometria dinamica para generar
ambientes que permiten a los estudiantes formular conjeturas acerca de las
caracteristicas de ciertas construcciones geométricas. Baccaglini-Frank (2019),
por ejemplo, identifica la utilidad de las modalidades de arrastre para llevar a los
estudiantes a la formulacion de conjeturas, generando una especie de puente entre
la evidencia fenomenologica que los estudiantes perciben a través de las
construcciones en el software, y la evidencia tedrica requerida en la geometria
euclideana para validar proposiciones. Kovacs et al. (2018), por otra parte, han
identificado algunas caracteristicas de ciertas herramientas de razonamiento
automatizado inmersas en el software para promover actividades de exploracion,
conjeturacion y justificacion en estudiantes de geometria elemental.

Es importante aclarar que el uso del término justificacion en este articulo hace
referencia a la busqueda de razones para convencer a otros de la certeza de las
conjeturas formuladas mas que a un interés en desarrollar procesos de validacion
para demostrar dichas conjeturas (Marrades y Gutiérrez, 2000). En ese sentido
nuestro trabajo se alinea con la postura de Bell (1976) acerca de la existencia de
dos tipos de justificacion; las justificaciones empiricas, las cuales se caracterizan
por el uso de ejemplos para convencer a los demés de la certeza de las
afirmaciones, y las justificaciones deductivas, en las cuales es fundamental el uso
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de deducciones para conectar datos con conclusiones en el proceso de validacion.
Una investigacion reciente de Lynch y Lockwood (2017) en ese sentido reconoce
la importancia del papel que juegan los ejemplos en la produccion y verificacion
de conjeturas en el aprendizaje de las matematicas.

Teniendo en cuenta lo expresado anteriormente, afirmamos, como lo sehalan
Stylianides y Ball (2008) y Boero et al., (2018) que, para desarrollar la
competencia argumentativa en los estudiantes, los profesores necesitan disponer
de un conocimiento didactico matematico especializado que les permita disefiar y
proponer tareas diferentes a pedir realizar una demostracion. Los estudiantes
deberian verse en la necesidad de plantear sus propias conjeturas acerca de los
fenomenos que observan y proponer argumentos para justificarlas empiricamente,
como paso previo a validarlas deductivamente. Este planteamiento nos ubica en el
interés por el disefio de tareas apropiadas para favorecer la argumentacion.

El disefio de tareas ha sido un aspecto central en el campo de la ensefnanza de
las matematicas casi desde sus origenes, pero no fue sino hasta mediados de la
década de los 70 del siglo XX que se convirtié en un tema de interés tedrico por
parte de la comunidad de investigadores en Educacion Matematica (Kieran et al.,
2015). Es a partir de esa época, en el marco del tercer Congreso Internacional de
Psicologia y Educacion Matematica (PME), que empieza a considerarse la
necesidad de construir marcos tedricos que fundamenten el disefio de tareas cuyo
proposito sea promover el aprendizaje de las matemadticas en los estudiantes de
distintos niveles educativos (Kieran et al., 2015). Desde entonces, diversos
modelos para el disefio de tareas han sido propuestos por varios investigadores
(Fahlgren y Brunstrom, 2014; Leung, 2011). En particular, en algunos de estos
estudios se asume como foco de interés el papel de las herramientas tecnologicas
en el aprendizaje de los estudiantes y se hacen propuestas para el disefio de tareas
que incorporan tales recursos. El Modelo de Tareas Tecno-Pedagogicas, sugerido
por Leung (2011), llam6 nuestra atencion para fundamentar tareas que
favorecieran la competencia argumentativa por lo que nos preguntamos por su
influencia en fomentar procesos de conjeturacion en estudiantes universitarios de
primer semestre de arquitectura.

El propdsito del articulo es examinar la influencia de tareas de geometria en el
desarrollo de procesos de conjeturacion, en las cuales juega un papel importante el
software de geometria dindmica GeoGebra version 5.0 (Hohenwarter, 2002). Este
se usa como mediador para la identificacion, por parte de los estudiantes, de ciertos
invariantes que les permitan formular y justificar empiricamente conjeturas.

Con este articulo esperamos aportar elementos, derivados de nuestro estudio,
para estructurar el disefio de tareas con la mediacion de software de geometria
dindmica, que permitan promover el proceso de conjeturacion de estudiantes
universitarios e incluso de ensefianza media. En particular, nos interesa destacar
que el software puede ser aprovechado como herramienta para la identificacion,
por parte de los estudiantes, de patrones de variacion que guien hacia el
discernimiento de invariantes.
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MARCO TEORICO

Teniendo en cuenta que este trabajo se enfoca en el proceso de conjeturacion,
consideramos pertinente estructurarlo a partir de ciertas fases que sean consistentes
con la definicién de conjetura que hemos establecido para nuestro trabajo, la cual
presentamos en la introduccion. En ese sentido, a continuacion, describimos el
referente tedrico que tuvimos en cuenta, el cual corresponde al modelo propuesto
por Cafiadas et al. (2008). Posteriormente, describimos la teoria que sustenta el
Modelo de Tareas Tecno-Pedagdgicas (Leung, 2011), con el que fundamentamos
las tareas propuestas a los estudiantes, y describimos las etapas que se deben
considerar al momento de disefiar dichas tareas.

Conjeturacion y patrones de variacion

Un rasgo caracteristico de las conjeturas, de acuerdo con la definicion que hemos
establecido anteriormente, es la certeza que tiene quien la plantea, acerca de su
veracidad. Es decir, una conjetura no es una afirmacién lanzada al azar, sino que
esta surge de un proceso previo de identificacion de propiedades invariantes de los
fenomenos que son objeto de estudio. En ese sentido, el proceso de conjeturacion,
en el contexto del aprendizaje de las matematicas, se estructura en torno a
situaciones que promuevan la exploracion de objetos matematicos que permitan a
los estudiantes ganar certeza empirica para plantear sus propias afirmaciones
acerca de propiedades de dichos objetos (Boero et al., 2018; Canadas et al., 2008).

En el caso especifico del aprendizaje de la geometria, el proceso de
exploracion se ve favorecido si la actividad propuesta se media por un software de
geometria dindmica. Este programa ofrece la posibilidad de transformar
dindmicamente la apariencia de los objetos geométricos mientras se preservan las
propiedades invariantes que los caracterizan, lo cual puede ser una fuente de
conjeturas acerca de los objetos involucrados (Santos-Trigo y Espinosa-Pérez,
2002).

Con el fin de describir el proceso de conjeturacion que puede surgir cuando
los estudiantes trabajan con la mediacién de un software de geomeria dindmica,
Canadas et al (2008) sugieren un conjunto de fases que van desde la exploracion
de una situacion a través de las herramientas del software, hasta la formulacion de
una conjetura y la adquisicion de la certeza acerca de su veracidad por parte de
quien la formula. Una caracterizacion de cada una de las fases se presenta en la
tabla 1.
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Tabla 1

Fases del proceso de conjeturacion (Canadas et al., 2008)

Fases Descripcioén

Fase 1. Manipulacion de Se usan herramientas del software para generar las

una situacion distintas instancias del objeto geométrico que permitan
dindmicamente por medio apreciar la variacion continua de la apariencia de este.

de la continuidad de casos

Fase 2. Observacion de una  Se identifica algin invariante durante la manipulacion

propiedad invariante de la descrita en el paso anterior. Esta identificacion es la

situacion base para descubrir una regla general.

Fase 3. Formulacion de la Se comunica, mediante una expresion discursiva oral o

conjetura escrita el invariante obtenido, preferiblemente en
formato condicional.

Fase 4. Verificacion de la Se verifica la conjetura enunciada a partir de la

conjetura observacion de la propiedad invariante en casos

distintos a los que han sido estudiados inicialmente y
se justifica empiricamente su certeza.

Fase 5. Generalizacion de la  Se adquiere la certeza de que la conjetura es cierta en

conjetura todos los posibles casos relacionados con el objeto en
cuestion. Una conjetura, que se logra en este proceso,
asi no haya sido validada dentro de un sistema teérico,
se denomina una conjetura generalizada.

Al analizar las fases sugeridas por Cafadas et al. (2008) podemos identificar que
uno de los pasos clave es el que describe la observacion de una propiedad
invariante que da lugar a la formulacién de la conjetura. Para lograrlo, debe
suceder un proceso de discernimiento; es decir, una diferenciacion entre las
propiedades que son inherentes al objeto de estudio, y aquellas cualidades que son
susceptibles de variar, que llamamos dimensiones de variacion. De acuerdo con
Marton et al. (2004) y Marton y Booth (1997), el discernimiento emerge a partir
de que el estudiante experimente la variacion de diversos aspectos del objeto.

Con el fin de determinar cudndo una experiencia es efectivamente una
experiencia de discernimiento en el sentido mencionado en el parrafo anterior,
Marton et al. (2004) describen cuatro patrones que son condiciones escenciales
para ello. En la tabla 2, describimos tales patrones.
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Tabla 2

Patrones de variacion propuestos por Marton et al. (2004)

Patrén Descripcioén

Contraste Una experiencia de variacion debe permitir a los estudiantes

reconocer que no todos los objetos tienen la propiedad que se
pretende que ellos disciernan.

Separacion En una experiencia de variacion se debe lograr que los estudiantes
identifiquen que mientras algunos aspectos del objeto permanecen
invariantes al mismo y lo caracterizan, hay otros aspectos que son
susceptibles a variar.

Generalizacion Una experiencia de variacion debe permitir a los estudiantes
identificar una cualidad invariante del objeto o fenomeno, en
diferentes instancias de este, en donde varian otras cualidades.

Fusion En una experiencia de variacion en la que dos o més cualidades
invariantes del objeto en cuestion estan relacionadas, es necesario
que los estudiantes experimenten las dos cualidades
simultdneamente.

Modelo de Tareas Tecno-pedagogicas
Teniendo en cuenta que nuestro estudio se interesa por el disefio de tareas para
promover la conjeturaciéon, es necesario clarificar conceptualmente las
caracteristicas de las tareas que se desarrollan empleando un programa de
geometria dindmica. Para ello nos valemos de los planteamientos de Leung (2011).
Las tareas tecno-pedagogicas son descritas por Leung (2011) como aquellas
que tienen como finalidad facultar a los estudiantes con recursos para “explorar,
reconstruir 'y explicar conceptos matematicos en ambientes pedagdgicos
tecnoldgicamente ricos” (p. 327). Con ese propoésito, de acuerdo con Leung, es
necesario que los estudiantes transiten por ciertos estados de adquisicion del
conocimiento, o modos epistémicos, que les permita observar y explorar
invariantes de los objetos o fendmenos que estén interesados en estudiar. A
continuacion, describimos los modos sugeridos por el investigador.

Modo de Establecimiento de Practicas (PM)

Segun Leung (2011), las tareas propuestas deben, en primera instancia, incentivar
un proceso de exploracion de las herramientas que hacen parte del ambiente en el
que se va a trabajar, con el fin de que los estudiantes puedan determinar como
usarlas para resolver las tareas. En este modo epistémico se desarrolla por parte de
los estudiantes un proceso de instrumentacion e instrumentalizacion, en el sentido
de la teoria de la Génesis Instrumental (Rabardel, 1995), por medio del cual
identifican cuales son las caracteristicas del software que les permite resolver las
tareas propuestas.
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Modo de Discernimiento Critico (CDM)

Uno de los objetivos de las tareas disefiadas usando el Modelo de Tareas Tecno-
pedagogicas es permitir construir significados matematicos a partir de la
mediacion de las herramientas del software. Dicho proceso, de acuerdo la teoria
de la variacion, requiere que los estudiantes adquieran la capacidad de
experimentar los patrones de variacion descritos en la tabla 2.

Modo de Establecimiento de Discurso Situado (SDM)

De acuerdo con Leung (2011), las tareas deben involucrar actividades de
conjeturacion y explicacion. Las conjeturas y explicaciones estan situadas en el
ambiente generado por el uso del software de geometria dindmica, por lo cual las
tareas deben incentivar razonamientos inductivos que lleven a los estudiantes a
formular conjeturas y discursos para explicarlas o justificarlas empiricamente.

METODOLOGIA

En esta seccion presentamos los aspectos que describen la metodologia utilizada
en nuestro trabajo. En el primer apartado describimos la estrategia investigativa
seleccionada, presentando de manera general las fases que constituyen dicha
estrategia. Los apartados subsiguientes corresponden al desarrollo de estas fases
dentro de nuestra investigacion, describiendo en cada una de ellas los aspectos
metodologicos que se tuvieron en cuenta para la estructuracion de este trabajo.

Estrategia investigativa

Este trabajo se caracteriza por ser una investigacion de disefio. Tiene como
objetivo “analizar el aprendizaje en contexto mediante el disefio y estudio
sistematico de formas particulares de aprendizaje, estrategias y herramientas de
ensefianza, de una forma sensible a la naturaleza sistémica del aprendizaje, de la
ensefianza y de la evaluacion” (Molina et al, 2011, p. 2). La estrategia
seleccionada dentro de este paradigma es la de Experimento de Ensefianza, ya que
esta conduce a “conocimiento empiricamente fundado, util en la toma de
decisiones de decisiones instructivas dirigidas a promover y mejorar el aprendizaje
de los estudiantes” (Molina et al., 2011, p. 2).

De acuerdo con Camargo (2021), un experimento de ensefianza consiste en el
disefio, implementacion y evaluacion de tareas para la ensefanza, organizadas con
el fin de poner en juego una hipotesis acerca de un aprendizaje especifico. En
nuestro caso, dicho aprendizaje consiste en la caracterizacion de los poligonos
regulares que permiten teselar el plano. De acuerdo con la estrategia, disefiamos
dos tareas, de acuerdo con el Modelo de Tareas Tecno-pedagogicas, en las cuales
los estudiantes deben manipular ciertas construcciones geométricas realizadas en
GeoGebra, con el fin de identificar los invariantes que caracterizan dichos
poligonos.
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Para desarrollar nuestra investigacion, tomamos como referencia la ruta de un
experimento de ensefianza propuesta por Camargo (2021), la cual presentamos en
la figura 1. Este tuvo una duracion de dos sesiones de clase, en cada una de las
cuales los estudiantes trabajaron una tarea. En consonancia con la estrategia,
realizamos un proceso de analisis en el intervalo de tiempo transcurrido entre las
dos sesiones, tiempo en el cual hicimos un ajuste a la segunda tarea, a partir de las
conclusiones obtenidas de la implementacion de la primera tarea.

p| Expenmentacién Analisis
de tareas de la »| retrospectivos
secuencia
Fundamentacion l
conceptual sobre Formulacién de una Planeacion de una Analisis Produccién de
el aprendx;a_]e yla — 5 conjetura sobre qué | secuencia de intercalados con resultados
construccion ensefiar y como ensenanza la
conceptual de un experimentacion
contenido T Yy &
Ajustes a la | |
secuencia

<

Figura 1. Fases del experimento de ensefianza (Camargo, 2021)

Trayectoria hipotética de aprendizaje

La hipotesis que guio el disefio de las tareas estd basada en la relacion que
proponemos (Romero, 2018) entre los dos principales referentes teodricos
considerados (la caracterizacion del proceso de conjeturacion de Cafadas et al.
(2008) y el Modelo de Tareas Tecno-pedagdgicas de Leung (2011). Estos marcos
evocan la dialéctica entre los procesos de ensefianza y aprendizaje, en el marco del
proceso de conjeturacion, en los que la Génesis Instrumental juega un papel
central. El modelo propuesto por Leung (2011) provee los elementos para el disefio
de las tareas para promover el proceso de conjeturacion, y el modelo de Cafiadas
et al. (2008) brinda una herramienta analitica para rastrear este proceso.

La relacion que sugerimos (Romero, 2018) se puede evidenciar de manera
especifica en la tabla 3. Alli, exhibimos un paralelo entre las fases del proceso de
conjeturacion, y los modos epistémicos. Teniendo en cuenta lo anterior, una
posible ruta de avance en el proceso de conjeturacion incluye los siguientes
momentos.

Un primer momento de familiarizacion con el software de geometria dindmica,
puesto que los estudiantes con los cuales se implementaron las tareas no tenian
experiencia previa con el uso de GeoGebra. El objetivo era que ellos
instrumentalizaran las herramientas necesarias para identificar invariantes. Por
ejemplo, herramientas de medidas de angulos y de lados, usos de deslizadores,
herramientas que permiten construir rotaciones de poligonos para generar las
teselas, entre otros.

Un segundo momento, en el que los estudiantes identifican propiedades
especificas de los poligonos regulares que les permiten hacer una teselacion. En
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particular, deben establecer la relacion que existe entre las medidas de los angulos
internos y el angulo en el que se debe rotar un poligono para poder generar un
teselado. Para ello, los estudiantes deben discernir propiedades invariantes de los
poligonos regulares, como el hecho que la medida de sus angulos internos debe ser
divisor de 360, en el caso que solo se quiera usar un poligono.

Un tercer momento, en el que los estudiantes formulan sus conjeturas en un
lenguaje relativamente formalizado, que les permita compartir con sus compaieros
y con el profesor lo que ha encontrado en su exploracion.

Tabla 3
Relacion entre el Modelo de Conjeturacion de Cariadas et al (2008) y el Modelo
de Tareas Tecno-pedagogicas (Leung, 2011)

Proceso de conjeturacion (Cafiadas et al.,
2008)

Modelo de Tareas Tecno-pedagogicas
(Leung, 2011)

Manipulacién de una situacion

Modo de establecimiento de practicas.

dindmicamente por medio de la
continuidad de casos.

Observacion de una propiedad invariante ~ Modo de discernimiento critico.

de la situacion.

Formulacion de la conjetura. Modo de discurso situado.

Iteracion de los modos descritos
anteriormente, sobre nuevas instancias
del objeto.

Verificacion de la conjetura.

Planeacion de las tareas

Teniendo en cuenta que el contenido especifico de las dichas tareas era el de
teselacion con poligonos regulares, decidimos preparar un archivo en GeoGebra
con una construccion que consistia originalmente de un tridngulo equilatero y dos
deslizadores: a y a (figura 2).

€2 GeoGebra Classic

~ poy
o A =¥

OO L] b2 4

Figura 2. Construccion original en GeoGebra presentada a los estudiantes

El arrastre del deslizador a genera la aparicion de un segundo tridngulo equilatero
que rota alrededor de uno de los vértices del triangulo original a medida que se
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arrastra el punto que estd en el deslizador (figura 3). El efecto del arrastre del
deslizador a es modificar el nimero de lados del poligono regular (figura 4).

{2 GeoGebra Classic

Al B0 O 482 e

Figura 3. Efecto del arrastre del deslizador « en la construccion

ALl L] 5.2 4

Figura 4. Efecto del arrastre del deslizador a en la construccion

En los enunciados de las tareas propuestas les solicitamos a los estudiantes
construir teselados con poligonos regulares de diversos numeros de lados,
utilizando los deslizadores incluidos en los archivos que les entregamos. Para ello,
los estudiantes deben identificar como yuxtaponer dos poligonos regulares del
mismo numero de lados, rotando uno de ellos con respecto a uno de los vértices
del otro poligono. En la tabla 4 hacemos una presentacion sintética de las preguntas
que hacen parte de las tareas propuestas.
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Tabla 4
Descripcion sintética de las preguntas que hacen parte de las tareas propuestas

Tarea 1

Pregunta 1  Identificar las caracteristicas del tridngulo que se presenta en la
construccion y explorar el efecto del deslizador a en dicha
construccion.

Pregunta 2 Identificar el valor especifico del &ngulo de rotacion a que permite la
yuxtaposicion de los tridngulos.

Pregunta3  Construir, haciendo uso de la herramienta Rotacion, un conjunto de
tridngulos equilateros que se yuxtapongan de tal forma que el tltimo
triangulo construido sea adyacente al tridngulo original.

Pregunta 4  Identificar el nimero de tridngulos y el angulo de rotacidon necesarios
para realizar la construccién mencionada en la pregunta 3.

Pregunta 5  Formular una conjetura acerca de la relacion identificada entre el
numero de tridngulos y el &ngulo de rotacion necesarios para realizar la
construccion mencionada en la pregunta 3.

Tarea 2

Pregunta 6  Identificar el efecto del deslizador a en la construccion presentada
originalmente.

Pregunta 7  Construir, teniendo en cuenta las instrucciones presentadas en la
pregunta 3, teselaciones con poligonos regulares de diferentes nimeros
de lados.

Pregunta 8  Consignar en una tabla predisefiada la informacion correspondiente al
numero de poligonos regulares y el &ngulo de rotacion necesario para
realizar la teselacion, dependiendo del numero de lados del poligono.

Pregunta 9  Identificar la relacion existente entre el nimero de lados y el angulo de
rotacion en la construccion de una teselacion.

Pregunta 10 Formular una conjetura acerca de las caracteristicas de los poligonos
que teselan el plano.

En la primera tarea, los estudiantes deben construir un teselado con triangulos
equilateros, haciendo uso de la herramienta rotacion de GeoGebra. Con este
proposito, los estudiantes son motivados a experimentar con la construccion
presentada en la figura 2, para identificar las caracteristicas de los deslizadores y
la influencia de su manipulacion en la construccion. En la segunda tarea, se les
solicita intentar realizar el teselado con poligonos regulares de distinto ntimero de
lados, con el fin de que identifiquen en cudles de dichos poligonos el teselado es
posible y cudles son las propiedades que los caracterizan.
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Las tareas fueron estructuradas en torno a los modos epistémicos del Modelo
de Tareas Tecno-Pedagogicas con el proposito de garantizar que durante la
resolucion los estudiantes transitaran por ellos. En las tablas 5 y 6 sintetizamos las
acciones del modelo que hipotetizamos deberian suceder al resolver las tareas. Al
final presentamos la conjetura que esperamos formulen los estudiantes al finalizar
las tareas.

Tabla 5
Modos epistémicos del Modelo de Tareas Tecno-Pedagogicas por los que deben
transitar los estudiantes al solucionar la tarea 1

Modos Acciones probables
epistémicos

Establecimiento Instrumentalizacion del deslizador

de practicas Los estudiantes instrumentalizan el uso del deslizador a operando

con este de dos formas, con el fin de mover el punto que se
encuentra en el deslizador:

Forma 1. Los estudiantes ponen el cursor del raton sobre el punto,
hacen clic izquierdo en el ratoén, y mueven el raton.

Forma 2. Los estudiantes ponen el cursor del raton sobre el punto,
hacen clic izquierdo en el raton, y utilizan las teclas de
desplazamiento derecha e izquierda.

Los estudiantes instrumentan el deslizador a reconociendo el
efecto que tiene el arrastre del deslizador en la construccion, es
decir, verifican que el deslizador a genera una rotacion en el
triangulo imagen.

Instrumentalizacion de la herramienta rotacion

Los estudiantes instrumentalizan la herramienta rotacion al operar
de la siguiente forma.

Primero, hacen clic izquierdo sobre la herramienta rotacion. A
continuacion, los estudiantes hacen clic izquierdo sobre el tridngulo
que se pretende rotar y posteriormente sobre el punto con respecto
al cual se produce la rotacion. Posteriormente, en la ventana que se
abre a continuacion, escriben el angulo de rotacion deseado y el
sentido de rotacion (horario o anti-horario).

Los estudiantes instrumentan la herramienta rotacion cuando la
usan para completar la construccion de tridngulos equilateros que
se yuxtaponen.
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Tabla 5
Modos epistémicos del Modelo de Tareas Tecno-Pedagogicas por los que deben
transitar los estudiantes al solucionar la tarea 1

Discernimiento  Los estudiantes experimentan los patrones de variacion de la
critico siguiente manera:

Contraste. Hay valores de @ donde los poligonos regulares se
yuxtaponen y hay valores donde no.

Separacion. Se puede aumentar el numero de triangulos en la
construccion manteniendo la yuxtaposicion. La separacion se hace
evidente al construir tridngulos adicionales a los que fueron
preconstruidos de tal manera que no se solapen ni dejen huecos
entre ellos.

Generalizacion. Para cualquier nuevo tridngulo que se construya
manteniendo la yuxtaposicion, el angulo de rotacion con respecto al
triangulo original debe ser multiplo de 60.

Discurso Los estudiantes describen los cambios percibidos en la
situado construccion al hacer arrastre en el deslizador.

Los estudiantes describen las propiedades de los triangulos que
aparecen en la construccion y la relacion entre ellos y los objetos en
el deslizador.

Conjetura Si el angulo de rotacion de cualquier tridngulo con respecto al

prevista vértice de otro tridngulo es multiplo de la medida del angulo
interno del tridngulo entonces se produce un teselado con
triangulos equilateros.

Implementacion de la secuencia de ensefianza
La secuencia disefiada se implement6 en dos sesiones de clase del curso de
geometria para estudiantes de primer semestre de arquitectura de una universidad
privada colombiana. En la clase estaban inscritos 21 estudiantes, los cuales fueron
divididos en grupos de tres personas para resolver cada tarea. Durante la
implementacion, el primer autor, que era el profesor del curso, iba de grupo en
grupo revisando el avance del trabajo y discutiendo con los estudiantes acerca de
las dudas que se fueran presentando.

En cada sesion los estudiantes resolvieron una de las tareas propuestas en la
secuencia, y consignaron sus respuestas en una hoja que se les entreg6, que
contenia el enunciado y las preguntas para apoyar el proceso de conjeturacion.
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Tabla 6
Modos epistémicos del Modelo de Tareas Tecno-Pedagogicas por los que deben
transitar los estudiantes al solucionar la tarea 2

Modos epistémicos Acciones probables

Establecimiento de  Los estudiantes instrumentalizan el deslizador a, identificando
practicas que su manipulacién produce el efecto de modificar el nimero
de lados del poligono que aparece en la construccion.

Discernimiento Los estudiantes experimentan los patrones de variacion de la
critico siguiente manera:

Contraste. Hay poligonos con los que se puede construir la
teselacion y hay poligonos con los que no.

Separacion. Los poligonos con los que se puede producir la
teselacion son de varios numeros de lados y varios angulos de
rotacion.

Generalizacion. La cantidad de poligonos que se requiere para
teselar por rotacion corresponde al cociente entre 360 y la
medida del angulo interno del poligono.

Discurso situado Se formula una conjetura acerca de las caracteristicas que deben
presentar los poligonos regulares para poder construir la
teselacion.

Conjeturas Si un poligono regular permite realizar una teselacién entonces

previstas la medida de sus angulos internos es divisor de 360.

Si se usa una cantidad de poligonos regulares del mismo que
resulta de dividir 360 entre la medida de los dngulos internos
del poligono se produce una teselacion con dichos poligonos.

Construccion de los datos y analisis retrospectivo
La informacion para el anélisis se obtuvo a partir de la recopilacion del material
correspondiente a la produccion escrita de cada uno de los grupos de trabajo, la
transcripcion de las grabaciones de audio de las conversaciones sostenidas por el
profesor con los integrantes de cada grupo y la captura de pantallas de las
grabaciones de video del trabajo realizado en GeoGebra. Los datos investigativos
corresponden a episodios de interaccion, elaborados por nosotros a partir de los
registros, en donde apreciamos un trabajo autonomo por parte del grupo de
estudiantes y riqueza en la actividad de conjeturacion. Lo anterior porque
buscabamos evidencias del transito de los estudiantes por alguno de los modos
epistémicos que describe el Modelo de Tareas Tecno-pedagdgicas.

La herramienta analitica que se us6 para el andlisis de los datos es pre-
estructurada, y tiene en cuenta tanto los modos epistémicos del Modelo de Tareas
Tecno-Pedagogicas como el Modelo de Conjeturacion que plantean Cafiadas et al.
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(2008) (tabla 7). En ese sentido, en cada dato identificamos el modo o los modos
epistémicos por los que transitaron los estudiantes en el desarrollo de la tarea y la
fase del proceso de conjeturacion que se promovio en el correspondiente episodio.

Tabla 7
Herramienta analitica de los datos investigativos

Modos epistémicos Establecimiento de practicas:
Discernimiento critico:

Discurso situado:

Fases del proceso de Manipulacion:

conjeturacion Observacion:
Formulacion:
Verificacion:
Generalizacion:

RESULTADOS Y DISCUSION

Para presentar los resultados, hemos dividido esta seccion en tres subsecciones. En
cada una de ellas, discutimos acerca de la relacion identificada en el analisis de la
informacion recolectada entre cada uno de los modos epistémicos del Modelo de
Tareas Tecno-Pedagogicas y las fases del Modelo de Conjeturacion de Cafiadas et
al. (2008). Ejemplificamos la discusion con producciones de los grupos 1y 2 cuya
riqueza ilustra los resultados. Una presentacion exhaustiva de los resultados se
encuentra en Romero (2018).

Establecimiento de practicas: de la instrumentalizacion de las herramientas
a la manipulacion dinamica de los objetos

En la descripcion de los referentes conceptuales de este articulo enfatizamos en la
importancia de manipular los objetos sobre los cuales se pretenden formular las
conjeturas, para que los estudiantes experimenten los patrones de variacion.
Naturalmente, esa manipulacion se tiene que hacer en el contexto del programa de
geometria dindmica en el cual estén trabajando, y por lo tanto es fundamental que
estén familiarizados con las herramientas que ofrece este para poder realizar la
manipulacién de tal forma que puedan identificar los invariantes.

De acuerdo con lo mencionado previamente, en cuanto al establecimiento de
practicas, el proceso de instrumentalizacion de las herramientas, en el sentido de
Rabardel (1995), es un aspecto clave que hace parte del desarrollo del proceso de
conjeturacion. En el andlisis del trabajo realizado por los estudiantes pudimos
evidenciar que el tipo de esquema de utilizacion (Rabardel, 1995) desarrollado por
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ellos influye en su capacidad para reconocer los aspectos criticos del objeto o
fendomeno que pretenden estudiar.

Un ejemplo de lo anterior es la manera como algunos grupos utilizaron la
herramienta rotacion para generar la teselacion con tridngulos equiléteros. Por
ejemplo, en el grupo 1, inicialmente, este proceso se realizo rotando solo uno de
los vértices del tridngulo para posteriormente construir el tridngulo (figura 5).

El anterior esquema de utilizacion influyd en que para ellos fuera mas dificil
generalizar el proceso de teselacion a otro tipo de poligonos regulares, porque
cuando el poligono regular tenia mas de cuatro lados, la teselacion no podria ser
generada a partir de la rotacion de un solo vértice. Lo anterior los llevo en la tarea
2 a replantear la manera de utilizar la herramienta. En cambio, en el grupo 2, la
instrumentalizacion los condujo a rotar el tridngulo completo (figura 6).

o
W
I
w

t.l

@ =80" a=60°

Figura 5. Proceso de teselacion con tridngulos equilateros desarrollado por el
grupo 1
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Figura 6. Proceso de teselacion con tridngulos equilateros desarrollado por el
grupo 2

Lo anterior nos permite inferir que la fase de manipulacion dindmica planteada por
Canadas et al. (2008), debe venir precedida de un proceso de establecimiento de
practicas adecuado, en el sentido que Leung (2011) propone, para que esa
manipulacion esté dirigida hacia la generacion de patrones de variacion. Sin ello,
la identificacion de invariantes por parte de los estudiantes puede convertirse en
un callejon sin salida, donde no pueden avanzar mas all4 de la experimentacion de
unos casos particulares que pueden hacer improbable el discernimiento critico de
las dimensiones de variacion del objeto estudiado.

Discernimiento critico: de los patrones de variacion a la identificacion de
invariantes

El planteamiento central de la teoria de la variacion se puede parafrasear de una
manera que puede llegar a sonar como un oximoron: para identificar los invariantes
de un objeto, es fundamental reconocer qué es lo que varia en él. El autor Lo lo
sintetiza bastante bien con su aforismo “He cannot, England know, who knows
England only” (Lo, 2012, p. 1) con el cual ilustra su afirmacion “para saber lo que
algo es, es absolutamente necesario saber lo que no es”. Este principio, que puede
parecer evidente hasta cierto punto, es infortunadamente poco aplicado en las
practicas de ensenanza en la clase de matematicas. No es inusual, y de hecho
parece ser mas la regla que la excepcion, que un profesor de matematicas, con el
proposito de ilustrar una definicion, utilice exclusivamente ejemplos que cumplan
con ella, y rara vez exhiba un no ejemplo, es decir algo que no satisfaga dicha
definicion.

Lo que afirmamos en el parrafo previo es especialmente importante en el caso
de la conjeturacion. La formulacion de una conjetura acerca de un objeto tiene
como base fundamental la identificacion de sus invariantes y por lo tanto de sus
dimensiones de variacion en el momento del discernimiento critico. En la
resolucion de las tareas observamos que los estudiantes pudieron llegar a la
caracterizacion de los poligonos regulares que teselan el plano, a partir de la
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manipulacion de las construcciones de forma que les permitiera experimentar los
patrones de variacion subyacentes a ellas.

En ese sentido, es importante llamar la atencion sobre lo significativo que fue
para los estudiantes la experimentacion de esos patrones. Al intentar resolver una
pregunta de la segunda tarea, en la cual se se solicitaba reconstruir el proceso de
teselacion desarrollado con los tridngulos equildteros en otros poligonos regulares,
los estudiantes del grupo 2 se mostraron especialmente inquietos cuando no
pudieron hacerlo en el caso del pentagono (figura 7). Incluso intentaron replantear
la construcciéon con el fin de poder generar la teselacion, evidenciando que para
ellos estaba internalizada la idea de que la construccion se deberia poder realizar
con cualquier poligono regular.

,.,

Figura 7. Construccion realizada por los estudiantes del grupo 2 al intentar
teselar con pentagonos regulares

Para los estudiantes fue realmente sorprendente identificar el nimero de lados de
un poligono regular como una dimension de variacion de una teselacion. La
experimentacion del contraste entre poligonos con los cuales si se podia teselar y
otros con los que no era posible hacerlo, junto con la experimentaciéon de otros
patrones de variacion que surgieron en la manipulacion de la construccion, fue lo
que llevo a los estudiantes a dirigir su atencion hacia las caracteristicas invariantes
de aquellos poligonos que permitian realizar la construccion solicitada, cubriendo
asi la fase de observacion del proceso de conjeturacion.

Aqui es pertinente resaltar que, en en el curso de la resolucion de las tareas, el
ambiente de geometria dindmica no fue el tnico generador de los patrones de
variacion que permitieron a los estudiantes identificar los invariantes. Una tabla en
la que los estudiantes consignaron la informacion que obtenian sobre el angulo de
rotacion y el nimero de poligonos necesarios para realizar la teselacion a partir del
numero de lados del poligono regular, a partir de la experimentacion, les permitid
reconocer la relacion aritmética existente entre el nimero de lados y la medida de
los &ngulos interiores de los poligonos regulares que permiten la teselacion; a partir
de ello, obtuvieron una forma de caracterizar dichos poligonos.
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Resumiendo lo anterior, podemos afirmar que los patrones de variacion
pueden ser un puente que conecta los procesos de manipulacion y observacion de
invariantes propuestos por Cafadas et al. (2008) para estructurar el proceso de
conjeturacion. El analisis de los datos correspondientes a episodios donde el
proceso de observacion de invariantes fue identificado nos permite evidenciar que
este proceso en general estuvo precedido de la experimentacion de patrones de
contraste, separacion o generalizacion por parte de los estudiantes.

Discurso situado: de la construccion del discurso a la formulacion de
conjeturas

Una de las debilidades del proceso de resolucion de las tareas, que pudimos
identificar en el andlisis de la produccion de los estudiantes, fue la escasez de
conjeturas formuladas por los estudiantes en formato condicional, ya fuera de
manera verbal o escrita. Si nos atenemos a la descripcion del proceso de
formulacion de conjeturas en el modelo de Canadas et al. (2008), se podria
presuponer que esta fase no fue exitosa y que el experimento no condujo al
resultado esperado. Sin embargo, en algunos grupos, como en el 2, pudimos
observar un trabajo que consideramos rico, en el sentido que llevo a la
explicitacion de una propiedad, aunque expresada en un lenguaje situado en el
ambiente en el cual estaban trabajando. Este trabajo se desarrolld mientras los
grupos intentaban diligenciar una tabla en la que tenian que escribir, segun el
numero de lados del poligono, cudntos poligonos son necesarios para hacer la
teselacion y cudl es el angulo de rotacidon aplicado al poligono para logar la
teselacion (ver ejemplo en la tabla 8).

Tabla 8
Consignacion de resultados del grupo 2 referido a las caracteristicas de las
teselaciones con poligonos regulares

Angulo de rotacion (aplicado al
poligono o a sus imagenes) necesario
para la teselacion

Numero de lados  Poligonos necesarios
del poligono para hacer la teselacion

3 6 60
4 4 90
5 No se puede No se puede
6 7 120
7 No se puede No se puede
8 No se puede No se puede

Al intentar identificar la relacion entre el numero de poligonos y el dngulo de
rotacion indicada en la pregunta 9, inicialmente los estudiantes del grupo 2 se
encontraban confundidos sobre lo que tenian que hacer. Llamaron al profesor para
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pedir su ayuda. El profesor les dijo que debian mirar qué relacion observaban entre
los numeros de la segunda y la tercera columna de la tabla, para los poligonos
donde si pudieron realizar la teselacion y formular una conjetura. En ese momento
se presentd el siguiente episodio, que comienza cuando Alejandra propuso una
posible respuesta en el didlogo que se muestra a continuacion.

Alejandra: [...] Cuando (...)la suma de todos los d&ngulos de [igual a] 360 (...) porque
se supone que tiene que dar la (...) vuelta entera.

Camila: Mira el hexégono.

Manuel procede a realizar la teselacion con el hexdgono nuevamente, obteniendo
la representacion de la figura 8. Al ver esto, Alejandra se retracta de la afirmacion
hecha. Afirma que como son seis las rotaciones que se hicieron para realizar la
construccion, la suma de los angulos internos de los poligonos da 720 y no 360
grados.

En el episodio presentado anteriormente es importante resaltar qué, a pesar de
que la construccion no fue realizada de la manera presupuestada (ya que el
propdsito era que la construccidon concluyera en el momento que se obtuviera la
yuxtaposicion a partir de la rotacion del poligono), se evidencia un proceso de
formulacion de una afirmacion acerca de la relacion entre la cantidad de poligonos
en la construccion y la medida de sus angulos internos. A pesar de que esta
afirmacion no plantea de manera precisa la relacion entre estas magnitudes, como
era lo pretendido, si describe la relacion geométrica que se esperaba que fuera
identificada por los estudiantes. Esto sucede al mencionar que la construccion tiene
que “dar la vuelta entera”, haciendo alusion a que las sucesivas rotaciones deben,
eventualmente, generar el poligono original.

Ahora, el hecho que la mencionada conjetura fuera rechazada por la misma
Alejandra al ver la construccion con el hexdgono que se exhibe en la Figura 8§,
evidencia que el discurso estd fuertemente situado en el ambiente de geometria
dindmica utilizado. Es decir, este discurso no estd inmerso en un proceso de
demostracion, sino que emerge de la observacion de las construcciones realizadas.
Es mas, la justificacién que utiliza para sustentar su afirmacion (“porque se supone
que tiene que dar la vuelta entera”) esta formulada en un lenguaje que refleja una
constatacion visual empirica, y no tanto en la informacién aritmética contenida en
la tabla.

Las conjeturas formuladas por los estudiantes de este grupo estan situadas en
un contexto eminentemente grafico. Este planteamiento se ve reforzado por lo que
sucedio después en el grupo 2. Al indagar el profesor acerca del proceso
desarrollado por los estudiantes, se presento el siguiente dialogo.

Profesor:  ;Que encontraron en esa tabla [tabla 8] ustedes?
Alejandra: Que no se podian hacer unas teselaciones (...).

Profesor:  ;Cuadles no?
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Alejandra:

Profesor:
Manuel:

Profesor:

Todos:

Profesor:

Alejandra:

Profesor:

Pentagono, heptagono y...octégono.
LY en cudles si se puede?
Triangulo, cuadrado y hexagono.

LY cual es el angulo (...)? Por ejemplo, en el (...) hexagono, ;cudl es el
angulo [de rotacion]?

120 [grados].

(Y cuantos hexagonos necesitaron? (...) (Mira la tabla) ;Siete?
Si.

Déjenme ver [cdmo hicieron la construccion], por favor.

a=6

s 2

Figura 8. Construccion realizada por los estudiantes del grupo 2 al intentar

teselar con hexagonos regulares

Manuel arrastra el deslizador a hasta que toma un valor de 6 y comienza a realizar
la teselacion. Cuando aparecen tres hexdgonos en la pantalla, producto de dos
rotaciones con relacion al vértice C, como se muestra en la figura 9, el profesor le
pide que suspenda lo que estd haciendo e inicia el siguiente didlogo.

a=6

L

Figura 9. Construccion realizada por los estudiantes del grupo 2 de acuerdo con la

sugerencia del profesor
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Profesor: ;Y para que mas [hexagonos]? (...) ;jAhi no se cumplié ya lo que
queriamos?

Alejandra: Pero se puede formar todo (...).

Profesor:  No. Pero yo les dije (...) yo lo cojo, y lo cierro [se refiere a que la rotacion
se haga hasta que el ultimo poligono se yuxtaponga al primero].

Alejandra: Mmm.
Profesor:  (Siono? ;Entonces, cuantos [poligonos] son en realidad?
Alejandra: Tres [hexagonos].

Profesor:  [Mientras se retira del grupo]. Ya lo demaés es pegarle las demas baldosas
(...)-

Manuel: [Cuando el profesor ya se ha ido] Eso era lo que yo pensaba ;Para qué le
damos toda la vuelta (...)? Porque igual siempre es con respecto al punto
C. (corrige el valor que aparece en la columna “Poligonos necesarios para
hacer la teselacion” correspondiente al hexdgono, escribiendo 3 en vez de
7).

Camila: Entonces la relacion entre los poligonos necesarios y el angulo (...). La
relacion es que (...).

Alejandra: jAy! Entonces ahora si (...) si. Entonces si estaba bien (...) se dan tantos
poligonos como el dngulo alcance para llegar a 360 [grados].

En estos dos episodios que presentamos se observa que los estudiantes del grupo
2 transitan por las fases de formulacion y verificacion de una conjetura planteada
por el modelo de Cafiadas et al. (2008). Incluso, se observa que Alejandra adquiere
la certeza de que su afirmacion es correcta, después de haber corregido la
construccion y los datos consignados en la tabla. Esto ultimo evidencia que la
conjetura ha sido generalizada, en el sentido que describe Cafiadas et al. (2008).

Teniendo en cuenta lo anterior, podemos establecer una relacion entre la
construccion de un discurso situado y la formulacion de conjeturas. Podemos
plantear esta relacion desde dos puntos de vista. Uno de ellos es el causal, en el
sentido en el que las preguntas que pretenden que los estudiantes establezcan un
discurso acerca de lo que observan, promueven un proceso de formulacion,
verificacion y generalizacion de la conjetura. El otro punto de vista tiene que ver
con la naturaleza de ese discurso y la influencia de esa naturaleza sobre el tipo de
conjeturas que son formuladas. En los episodios descritos, el hecho de que el
discurso se encuentre situado en un ambiente especifico, en este caso el de la
geometria dinamica, determina que las conjeturas formuladas y sus justificaciones
estén inmersas en un lenguaje predominantemente geométrico.
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CONCLUSIONES

La discusion presentada anteriormente refuerza y ejemplifica nuestro
planteamiento sobre laexistencia de una interaccion entre las fases del Modelo de
Conjeturacion propuesto por Cafiadas et al. (2008) y los modos epistémicos del
Modelo de Tareas TecnoPedagogicas. De manera mas especifica, cada uno de los
modos epistémicos promueve el transito por una de las fases del modelo de
Canadas et al. (2008), y estas a su vez se convierten en un paso previo para que los
estudiantes transiten por el siguiente modo epistémico. Podemos ilustrar esta
interaccidon como se muestra en la figura 10.

Este hecho nos permite reconocer el potencial del Modelo de Tareas
Tecnopedagdgicas como una herramienta para el diseno de tareas que promuevan
el proceso de conjeturacion en los estudiantes universitarios de la clase de
matematicas y, por esta via, la argumentaciéon. Aunque las tareas presentadas en
este articulo estan enfocadas en un campo especifico de las matematicas, y en una
tematica particular como lo es el caso de las teselaciones, los aspectos observados
en el desarrollo de esta investigacion nos permiten inferir que es posible usar el
Modelo de Tareas TecnoPedagogicas para diseiar tareas que promuevan proceso
de conjeturacion en la ensefianza de cualquier campo de las matematicas
universitarias.

Establecimiento Discernimiento Discurso situado
de Practicas Critico

Manipulaciéon
dinamica

Observacion de Formulacién de
invariantes conjetura

Figura 10. Interaccion entre los modos epistémicos del Modelo de Tareas
Tecnopedagogicas (Leung, 2011) y las fases del proceso de conjeturacion
(Canadas et. al., 2008)

Es importante destacar la importancia del papel que jug6 el software de geometria
dindmica GeoGebra tanto en el disefio de las tareas como en la resolucion de estas.
La experimentacion de los patrones de variacion, el cual fue un paso clave para el
discernimiento de los invariantes y por lo tanto para el proceso de conjeturacion,
hubiera sido un ejercicio mucho mas complicado si no se hubiera contado con la
posibilidad de variar las caracteristicas de la construcciéon que nos ofreci6 el
software. El software de geometria dinamica se convierte entonces en una
herramienta muy importante para el disefio de tareas que tengan como propdsito
fomentar el proceso de conjeturacion, tal como lo senalan Stylianides y Ball (2008)
y Boero et al. (2018).

Finalmente quisiéramos llamar la atencién sobre lo significativa que fue la
experiencia para los estudiantes. El trabajo desarrollado permitio apreciar que lo
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que descubrieron es realmente novedoso para ellos. Es decir, el hecho que se
requieren ciertas propiedades de los poligonos regulares para poder realizar
teselaciones con ellos es algo que no era evidente para los estudiantes, antes de
resolver las tareas e incluso durante su resolucion.

Lo anterior nos lleva a reflexionar sobre la importancia de promover el proceso
de conjeturacion en la clase de matematicas. En nuestra experiencia docente hemos
observado que, en muchas ocasiones, los profesores universitarios preferimos
simplemente exponer los hechos més relevantes de las tematicas que estamos
ensefiando, en lugar de motivar a nuestros estudiantes a que los descubran por ellos
mismos. Al hacerlo, privamos a nuestros estudiantes de la posibilidad de
desarrollar competencias argumentativas que les pueden ser de utilidad para su
formacion profesional.
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