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Se propone y se valora un marco de referencia para estudiar la
comprension a partir del establecimiento de conexiones matematicas y
algunos constructos del Enfoque Ontosemiotico. Para ello, se tomo el
caso de 10 estudiantes mexicanos de bachillerato cuando resolvian tareas
sobre las funciones exponencial y logaritmica. Se emple6 la Entrevista
Basada en Tareas para colectar los datos, los cuales fueron analizados
utilizando el analisis tematico y el analisis ontosemiotico. Como resultado
se obtuvo que, de acuerdo con el establecimiento de la conexion de
reversibilidad (conexion matematica central), se puede valorar el nivel de
comprension de los estudiantes respecto a las funciones objeto de estudio.
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Understanding exponential and logarithmic functions: a look from
Mathematical Connections and the Ontosemiotic Approach

A frame of reference is proposed and valued to study the understanding
from the establishment of mathematical connections and some constructs
of the Ontosemiotic Approach. For this, the case of 10 Mexican high
school students was taken when they solved tasks on the exponential and
logarithmic functions. The Task Based Interview was used to collect the
data, which were analyzed using thematic analysis and ontosemiotic
analysis. As a result, it was obtained that, according to the establishment
of the reversibility connection (central mathematical connection), the
level of understanding of the students regarding the functions under study
can be assessed.
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INTRODUCCION

El aprendizaje con comprension es una de las necesidades e intereses actuales en
la Educacion Matematica. Incluso el NCTM (2014) basa sus Principios y
Estandares en la idea de que los estudiantes aprendan las matematicas con
comprension y afirman que lo ideal es que todos los estudiantes logren comprender
las matematicas de tal forma que puedan aplicarlas mediante el uso de conceptos,
procedimientos y procesos.

La comprension de diferentes conceptos matematicos se ha estudiado desde
diferentes perspectivas teoricas (por ejemplo, desde los registros de representacion
semidtica, la teoria APOE, teoria de los campos conceptuales, el Enfoque
ontosemiotico, entre otros). En particular, el estudio de la comprension respecto a
la funcion exponencial o bien la funcion logaritmica, se ha realizado desde los
registros de representacion semiotica (Castro et al., 2017), la teoria de los campos
conceptuales de Vergnaud (Sureda y Otero, 2013), la teoria APOE (Weber, 2002)
y el razonamiento covariacional (Ellis, Ozgur, Kulow, Dogan y Amidon, 2016;
Ferrari-Escola et al., 2016; Gruver, 2018; Kuper y Carlson, 2020; Trejo y Ferrari,
2018).

La mayoria de estas investigaciones se han enfocado en la funcién
exponencial y de manera general, han reportado que el trabajo con estas funciones
es complejo y que los estudiantes presentan dificultades para: trabajar con
diferentes registros de representacion y relacionarlos; establecer relaciones entre
las propiedades; razonar de manera continua y no alcanzan un nivel alto de
razonamiento covariacional; conceptualizar la funcidon exponencial, entre otros.

Este panorama muestra la necesidad de seguir indagando al respecto, por los
siguientes motivos: (1) al seguir existiendo dificultad en la comprension de estas
funciones es necesario proponer herramientas tedricas que se puedan usar en el
disefio de actividades para el aula, de tal forma que se promueva la comprension
en los estudiantes y a su vez sirva para valorarla; (2) son escasos los trabajos que
tienen como foco la comprension de los estudiantes sobre estas funciones en nivel
de bachillerato y, (3) son pocos los trabajos que abordan las funciones en conjunto
priorizando la relacion entre estas.

En ese sentido, una de las vias para realizar un estudio de la comprension de
los estudiantes sobre estas funciones, es desde las conexiones matematicas
(Campo-Meneses y Garcia-Garcia, 2020). Esto, porque se puede fomentar la
conexion entre las dos funciones y al mismo tiempo las conexiones entre los
objetos relacionados con cada una, lo cual es clave para la comprension.

Como se reporta en la literatura en Educacion Matematica, las conexiones
tienen un papel importante en el desarrollo de la comprension matematica de un
sujeto (Mhlolo, 2012), pues se afirma que para que haya comprension deben
conectarse ideas, hechos y procedimientos y, que es necesario que los estudiantes
empleen y conecten las diferentes formas de representar un objeto matematico
(Hiebert y Carpenter, 1992).

Es por ello que las conexiones matematicas han sido foco de interés de
diversos investigadores en Educacion Matematica (por ejemplo, Bingdlbali y
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Coskun, 2016; Baki et al., 2009; Campo-Meneses y Garcia-Garcia, 2020; Garcia-
Garciay Dolores-Flores, 2020 y 2021; Dolores-Flores et al., 2019; Eli et al., 2013;
Mhlolo, 2012) y son un punto clave en el curriculo de diversos paises como
Estados Unidos (NTCM, 2013), Colombia (MEN, 1998), Turquia (Ministerio
Nacional de Turquia, 2013) y Australia (ACARA, 2012), entre otros.

Las investigaciones realizadas en torno a las conexiones matematicas se
clasifican en cuatro enfoques: las que se centran en las conexiones matematicas en
general 0 en un concepto matematico particular (Bingdlbali y Coskun, 2016;
Campo-Meneses y Garcia-Garcia, 2020; Dolores-Flores et al., 2019; Eli et al.,
2013; Jaijan y Loipha, 2012); las que estudian las conexiones matematicas entre
diferentes representaciones semidticas (Elia et al., 2007; Moon et al., 2013); las
que estudian las conexiones matematicas que aparecen en problemas de aplicacion
0 de modelado (Baki et al., 2009; Gainsburg, 2008) y las que estudian las creencias
asociadas a las conexiones matematicas (Ji-Eun, 2012).

De manera general, estas investigaciones reportan que las conexiones
matematicas son importantes porque (1) establecerlas contribuye a la comprensién
de un concepto por parte de un sujeto, ademas que le permite desarrollar otras
habilidades matematicas y, (2) estudiar las conexiones matematicas que un sujeto
establece permite inferir su nivel de comprension, lo cual es clave en la ensefianza
y aprendizaje de las matematicas. A pesar de que se afirma que es posible estudiar
la comprensién matemética de un estudiante a través de las conexiones
matematicas que este realiza al resolver tareas especificas (Campo-Meneses y
Garcia-Garcia, 2020; Mhlolo, 2012; Barmby et al., 2009), no existen trabajos que
muestren cémo se hace. Por tanto, en esta investigacion se emplean como
referentes las conexiones matematicas juntamente con algunos constructos
tedricos del Enfoque Ontosemidtico (EOS a partir de ahora), con el objetivo de
proponer y valorar un marco de referencia para estudiar la comprension de los
estudiantes respecto a las funciones exponencial y logaritmica.

En este sentido, esta investigacion es importante porque aborda la
comprensién de las funciones exponencial y logaritmica en conjunto utilizando
dos referentes teoricos, se realiza teniendo en cuenta el nivel bachillerato (grado
12) y aporta un marco de referencia para estudiar la comprension de los estudiantes
sobre estas funciones a partir de las conexiones matematicas que logran evidenciar.
En este sentido, el aporte no es realizar un networking entre las conexiones
matematicas y el EOS, pues este ya esta reportado en la literatura en Rodriguez-
Nieto et al. (2021), sino que el aporte esta en un marco de referencia que se propone
para el estudio de la comprension respecto a las funciones exponencial y
logaritmica basado en dicho networking, lo cual no se ha hecho hasta el momento.

REFERENTES TEORICOS

Conexiones matematicas
En esta investigacion, se asume el Modelo Ampliado de Conexiones Matematicas
de Businskas (2008) propuesto por Garcia (2018) y Garcia-Garcia y Dolores-
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Flores (2018), en el que se define las conexiones matematicas como un proceso
mediante el cual una persona establece una relacidon verdadera entre dos 0 mas
ideas, conceptos, definiciones o teoremas entre si, con otras disciplinas o con la
vida real, y son exteriorizadas a traveés de los argumentos escritos, orales o
gestuales que los estudiantes evidencian en el momento en que resuelven las tareas
que se les han propuesto. En este modelo se consideran las siguientes tipologias de
conexiones matematicas.

Procedimental: es de la forma A es un procedimiento utilizado cuando se trabaja
con el objeto B. En esta se usa de manera razonable las reglas, algoritmos o
formulas establecidas dentro de un registro semiético. Esta conexion matematica
incluye todo medio que sirva para llegar a un resultado.

Representaciones diferentes: es la relacion entre dos registros semidticos
diferentes referidos al mismo concepto matematico, pero también la relacion entre
dos formas distintas de representar este concepto en un mismo registro.

Parte-todo: se refiere a las relaciones logicas establecidas entre conceptos
matematicos realizadas por los estudiantes. Estas pueden ser de generalizacién
(entre casos generales y particulares) o de inclusion (un concepto matematico
contenido en otro).

Significado: es la relacién entre un concepto matematico y el sentido que los
estudiantes le atribuyen en tanto lo que para ellos es (que lo hace diferente de otro)
y lo que representa. Puede incluir la definicién que ellos han construido para estos
conceptos y su contexto de uso.

Reversibilidad: se refiere a las relaciones bidireccionales entre dos operadores
matematicos, es decir, se puede partir de un concepto A para llegar a B y a su vez
invertir el proceso partiendo de B para regresar al A. Esto exige que los estudiantes
puedan partir de un punto final y seguir el curso de un razonamiento hasta llegar a
un punto inicial y viceversa.

Caracteristica: es la relacion establecida por los estudiantes entre un concepto
matematico y sus atributos invariantes que lo distinguen de otros. También se
incluyen elementos comunes entre dos o mas conceptos, procedimientos o
representaciones distintas.

Implicacion: A implica B, un objeto lleva a otro de forma logica y suelen ser de la
formasi... entonces....

En este enfoque se resalta, también, el término conexion matematica central, que
de acuerdo con Garcia-Garcia y Dolores-Flores (2018), es aquella que esta ligada
directamente con el objeto de estudio y que su establecimiento es evidencia, de
alguna manera, de la comprension del objeto por parte del sujeto y exige a su vez,
el establecimiento de las otras conexiones matematicas. Esta conexion se
caracteriza porque permite derivar otras conexiones matematicas una vez que se
ha establecido. En este estudio la conexion matemética central es la de
reversibilidad, ya que se esta trabajando con dos funciones que matematicamente
son inversas.
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Comprensién matematica

La comprensién se puede entender de dos formas segun Godino, Batanero y Font
(2007), una fijada en la mente el sujeto, donde la comprension se interpretaria
como un proceso mental y la otra centrada en la esfera publica donde ocurren los
procesos de instruccion, en la que la comprension se entiende como competencia.
Nos basamos en esta Gltima perspectiva para proponer una interpretacion de la
comprensién matematica en la que se tiene en cuenta el establecimiento de
conexiones.

La comprensién desde un enfoque pragmatista

La comprension es entendida como competencia, es decir como la capacidad que
tiene el estudiante para usar el contenido matematico en diferentes practicas. Esto
implica que este es capaz de reconocer las propiedades, representaciones y
caracteristicas de un objeto matematico, relacionarlo con los objetos matematicos
restantes y usar este en diferentes situaciones problematicas propuestas en el aula
(Font, 2007).

Desde esta idea, Font (2007) afirma que un sujeto en un momento
determinado alcanzard una comprension parcial y no una comprension nula o
completa, en tanto que los signos que se manipulan en el aula adquieren un
significado para cada estudiante de acuerdo con el contexto de uso. Esto implica
que se analice la comprension desde la actividad matematica realizada por el
estudiante para resolver una tarea. Por otra parte, la actividad matematica se
analiza en términos de practicas y de objetos matematicos que intervienen o
emergen de estas practicas y de las relaciones que el sujeto establece entre ellos.

Desde esta perspectiva comprender un objeto matematico se debe entender
en términos de lo que se puede hacer con él. Esta concepcion, que se puede
considerar pragmatista, nos da una perspectiva “sistémica”, ya que se considera
que la comprension de un objeto matematico es el conjunto de practicas
matematicas en las que el uso de este objeto es determinante para su realizacion.
En el EOS se aplica la dualidad elemental sistémica a la nocion de comprension.
La mirada elemental lleva a entender la comprensién de un objeto matematico
como entender su definicion. Ahora bien, si nos preguntamos en qué consiste la
comprensién de una definicion, la respuesta desde el EOS es que, para comprender
la definicion, un estudiante tiene que poner en funcionamiento una trama de
funciones semidticas. La mirada sistémica lleva a entender la comprension de un
objeto matematico (funcion exponencial y funcion logaritmica en este caso) como
el uso que se hace de este (Godino et al., 2007).

Si entendemos la comprensién en términos de uso, diremos gque una persona
comprende (sabe, entiende el significado de, etc.) un objeto matematico cuando lo
usa de manera competente en diferentes practicas matematicas. A su vez, en estas
practicas matematicas intervienen diferentes objetos primarios: problemas,
definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos. El conjunto de estos
objetos, que un sujeto moviliza para resolver un problema especifico, se le llama
configuracion cognitiva de objetos primarios (Pino-Fan, Godino y Font, 2018).
Estos objetos se relacionan entre si mediante funciones semioticas, las cuales se
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conciben, de manera metaférica, como una correspondencia entre conjuntos que
pone en juego tres componentes: un plano de expresién (objeto inicial), un plano
de contenido (objeto final) y un criterio o regla de correspondencia (Godino et al.,
2007). En este sentido, el EOS también interpreta la comprension de un objeto O
por parte de un sujeto X en términos de las funciones semiéticas que puede
establecer en unas circunstancias fijadas en las que pone en juego un objeto O
como expresion o contenido (Ortiz y Font, 2011).

Comprensidn y conexiones matematicas

Como se observa en el networking realizado por Rodriguez-Nieto et al. (2021), la
teoria sobre las conexiones matematicas y el EOS se complementan para realizar
un analisis detallado de las conexiones matematicas. Entre las diferentes
complementariedades que evidencian estos autores, se resalta la nocion de funcion
semiotica desde el EOS (pues es clave en la definicion de comprensién) y la nocion
de conexiones matematicas.

En la practica, ambas nociones pueden ser consideradas como equivalentes,
en cuanto a que se trata de una relacion entre un antecedente y un consecuente. Sin
embargo, la nocion de funcion semidtica es mas general y de acuerdo como se
conciben las conexiones matematicas, pueden ser consideradas como casos
particulares de las funciones semiéticas (Rodriguez-Nieto et al., 2021).

Para fines practicos, en esta investigacion se asume la idea de Rodriguez-
Nieto et al. (2021) de que las nociones de funcion semiotica y conexion matematica
son equivalentes, no obstante, a diferencia de las funciones semioticas, las
conexiones matematicas solo se establecen entre cuatro (procedimientos,
definiciones, proposiciones y representaciones) de los seis objetos primarios, ya
que las tareas son las que permiten la emergencia de las conexiones matematicas
y los argumentos, los que sustentan el establecimiento de dichas conexiones.

En este sentido, teniendo en cuenta la definicion de conexiones matematicas
planteada por Garcia-Garcia y Dolores-Flores (2018) y la definicion de
comprensién desde el EOS de Ortiz y Font (2011), se puede interpretar en términos
de conexiones matematicas que, un sujeto X comprende un objeto O cuando
realiza préacticas de las que emergen objetos, logra establecer la conexion central
entre dichos objetos, lo cual le permite resolver las tareas propuestas
consistentemente (usa el objeto de manera competente) y a su vez es capaz de
justificar tal conexion (figura 1).
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Sujeto — Realiza practicas
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Figura 1. Comprension matematica desde le EOS y las conexiones matematicas

METODOLOGIA

La investigacion es de caracter cualitativa, particularmente es un estudio de casos,
en la que se empled la entrevista basada en tareas (Goldin, 2000) para recolectar
datos, ya que permitié la interaccidn entre el entrevistador y el participante a través
de la formulacion de preguntas que llevaron a los estudiantes a justificar las
conexiones matematicas realizadas.

Contexto y participantes

Los cuestionarios junto con las entrevistas fueron aplicados a 10 estudiantes
mexicanos gque cursaban cuarto semestre de bachillerato (particularmente Calculo
Diferencial), en una preparatoria de la ciudad de Chilpancingo, Guerrero, México.
Los estudiantes participaron por voluntad propia, manifestaron estar de acuerdo
con que sus datos fueran usados en esta investigacion, tenian una actitud positiva
hacia las matematicas y afirmaron tener un nivel bueno y regular en dicha
asignatura segun sus calificaciones.

Las edades de los estudiantes oscilaban entre 16 y 17 afios. Se aseguro que
ya hubiesen visto las funciones exponenciales y logaritmicas, teniendo en cuenta
el objetivo de esta investigacion. En adelante, nos referiremos a ellos como E1,
E2, E3, ..., E10.

Instrumento
El instrumento (cuestionario y protocolo de la entrevista) fue validado por expertos
en conexiones matematicas (triangulacion de expertos) y mediante una prueba
piloto realizada a cuatro estudiantes de bachillerato. Como resultado, se genero
una segunda version del cuestionario y el protocolo de la entrevista.
Particularmente la tarea 1 tenia como objetivo que los estudiantes
establecieran conexiones matematicas con los elementos de la funcion exponencial
y que de alguna manera establecieran la conexién de reversibilidad entre esta
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funcioén y la funcién logaritmica, aunque la tarea se podia resolver sin establecer
esta conexion (figura 2).

1. Completa la siguiente tabla y explica la estrategia usada.

3 | 2 0 1 o2 | 3 5 7 9
1 1 1 2| a4 | 8 | 16| 32
8 4

a. Encuentra una expresion matematica que relacione el término de la segunda fila con el términ
de la primera fila.

b. ;Qué términos de la primera fila se corresponde con 1024 v ?154 de la segunda?

Figura 2. Tarea 1 del cuestionario

La figura 3 muestra la tarea 2, que tenia como objetivo que los estudiantes
analizaran a partir de la grafica otras representaciones de la funcion exponencial y
establecieran conexiones entre estas, ademas de establecer la conexién de
significado relacionado con uno de los contextos de uso de esta funcién, y otras de
las tipologias de conexiones matematicas. La conexion de reversibilidad entre
estas funciones era necesaria aqui para responder algunos items.

2. Una enfermedad infecciosa comienza a esparcirse en un grupo de 10,000 estudiantes en ur
Universidad. Después de t dias, el nimero de personas infectadas se modela mediante la funciér

10000
()=t
5+ 1245¢ 7+t
Donde t significa tiempo medido en dias y k una constante

a. ;Cudntas personas infectadas hay inicialmente?

b. Sidespués de 2 dias hay 54 personas infectadas (Sugerencia: con este dato puedes encontrar
valor de k). Considerando el valor de k que encontraste, ;Cudntas personas estaran infectad:
en 5 dias?

c. Considerando k = 1, la grifica que modela el nimero de personas infectadas es la que :
muestra enseguida. Observa la grafica (ver Figura 2) y responde las preguntas que se plantea

4+ En cudnto tiempo habra 1000 personas infectadas?

+ ;Cual es el dominio de la funcién v(t)? ;Cudl es el dominio que tiene sentido en
situacién planteada?

;Durante qué dias la infeccion se propaga lentamente?

JDurante qué dias la infeccion se propaga con mayor rapidez?

Figura 3. Tarea 2 de cuestionario

En la tarea 3 (figura 4), se esperaba que los estudiantes identificaran elementos de
cada funcion, los conectaran entre si y a su vez establecieran la conexién de
reversibilidad en los diferentes registros de representacion.
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3. Larelacion de Ehrenberg Inw = In 2.4 4 (1.84)h es una férmula empirica que relaciona la alt
h {en metros) con el peso promedio w (en kilogramos) para nifios entre 5 v 13 afios.

Siuna nifia de 8 afios pesa 28.8 kg ;Cudl es su estatura promedio?
a. (Cudl es el peso promedio de un nifio de 10 aflos cuya altura es de 1.5 metros?

b. (Cudl es la funcion que permite conocer el peso promedio para cualquier nifio cuya edad va
entre 5 y 13 afios? Grafique la funcion.

¢. (Cudl es la funcion que permite conocer la estatura promedio para cualquier nifio cuya ed
varia entre 5 y 13 afios? Grafique la funcién.

Figura 4. Tarea 3 del cuestionario

Finalmente, la figura 5 presenta la tarea 4 que buscaba indagar principalmente
sobre la conexidn de significado.

4. Define qué es funcion exponencial y funcién logaritmica. ;Existe alguna relacion entre ella:
(Cual?

§ & 8

1200 o(t) = 10000
" 54 1245e~*

Niimero de personas infectadas

92 -1 -0 8 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -10 (T B T L A N O T B
-200 Tiempo (dias)

Figura 5. Tarea 4 del cuestionario

Para el disefio de estas tareas se tuvo en cuenta el establecimiento de la conexion
central (conexion de reversibilidad), de acuerdo con la interpretacion de
comprensién que se propuso en los referentes tedricos. A medida que avanzan en
las tareas se va exigiendo mas el establecimiento de esta conexién y su debida
justificacion.

ANALISIS DE LOS DATOS

Para analizar los datos se emplearon dos métodos de analisis: el anélisis tematico
y el andlisis ontosemiotico propuesto por el EOS. El analisis tematico permitio
identificar las tipologias de conexiones matematicas que los estudiantes
evidenciaron en su actividad matematica y el analisis ontosemidtico permitid
visualizar la compleja trama de funciones semidticas que el estudiante debia
realizar para que globalmente se pueda considerar que establece una conexion
matematica.

Como se menciona en Rodriguez-Nieto et al. (2021), estos dos métodos de
analisis son complementarios, pues, aunque basicamente, ambos son un tipo de
analisis de contenido, el nivel de detalle es diferente en cada uno. Con el analisis
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tematico se obtiene una lista de conexiones matematicas que el estudiante ha
establecido en la actividad matematica y con el andlisis ontosemiotico, en el que
se utilizan diversas herramientas (practicas, objetos matematicos, SF, procesos,
etc.), se analiza por qué se establece (0 no) una conexién matematica (identificada
a través del analisis tematico) y ademas se detalla qué objetos matematicos
especificamente han sido conectados. A continuacion, se explica en qué consiste
cada método de analisis y se ilustra con un ejemplo.

Analisis tematico

El anélisis tematico propuesto por Clarke y Braun (2013) consta de seis fases, que
se describen a continuacion.

Fase 1. Familiarizacion de los datos. Consistio en la lectura detallada de las
producciones verbales, escritas o gestuales de los estudiantes, con el fin de
familiarizarse con el lenguaje que ellos empleaban y comprender la forma en que
estaban razonando.

Fase 2. Generacidn de cddigos iniciales. Para codificar la informacion se empled
la codificacion tedrica basada en el marco conceptual (tabla 1). Para ello, en las
narrativas se identificaron frases o palabras que hicieran referencia a las
conexiones matematicas realizadas por los estudiantes.

Tabla 1
Codificacion de los datos en relacion con las Conexiones Matematicas

Extracto

Caodigo

Entrevistador: Explica como llenaste la
fila de arriba.

E1: Es que va de uno en uno desde -3a 9
y nada mas faltaban 4 espacios y los fui
llenando como si fuera de uno en uno.

Entrevistador: ¢Y la segunda?

E1: Porque va lo doble cada vez empieza
1 . 1 . . ~
en —sigue en -y va la mitad aqui (sefiala

las fracciones) y ya de aqui va lo doble, 2,
4, 8... (Escribe la relacion en la hoja).

Entrevistador: Revisa y mira queé relacion
hay.

E1: (El estudiante empieza a escribir
cdémo obtener los nimeros de abajo a
partir del 2, y asi obtiene que 16 es 2#) ya
encontre la relacion de que este dos
elevandolo al numero de arriba me da el
numero de abajo.

C1.Lasecuencia-3,-2,-1,0,1,2,3,...9
va de uno en uno.

C2. La secuencia % i, % 1,2,4,8,...512

se forma encontrando el doble del
término anterior.

C3. Las dos secuencias se relacionan
mediante la expresion 2*.
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Tabla 1
Codificacion de los datos en relacion con las Conexiones Matematicas

Extracto Caodigo

Entrevistador: Para encontrar el nimero
que le corresponde a 11 en la fila de abajo
¢como hago?

E1: Seria 211.

Entrevistador: (lee la b) Eso que me
acabas de decir cobmo se puede expresar
matematicamente.

E1l: Seria 2*.
Entrevistador: ¢ Qué seria entonces la C4. Una funcion logaritmica es una
funcion logaritmica? funcion que tiene In o log.

E7: Es cuando se le agrega In, log y todo
eso.

Fase 3. Busqueda de temas o subtemas. Se revisaron los codigos para identificar
areas de similitud, se agruparon aquellos que tenian algun rasgo en comun para
formar grupos, se describieron las caracteristicas particulares de cada uno y se
asigno un tema o subtema a cada agrupacion. Para fines de esta investigacién se
adopté como convencién que cada conexion matematica prevista en el marco
teorico era un tema, mientras que las conexiones matematicas especificas
asociadas a las funciones exponencial y logaritmica que se construyeron con los
datos se asumieron como subtemas (tabla 2).

Tabla 2
Creacion de subtemas empleando los codigos de la fase 2

Cadigo Subtemas

Cl. Lasecuencia-3,-2,-1,0,1,2,3,...9va | a5 parejas ordenadas. .. (_1 l)
de uno en uno. 2

(0,2), (1,2), ... representan la
C2. La secuencia % i % 1,2,4,8,...512se  expresion 2*.

forma encontrando el doble del término
anterior.

C3. Las dos secuencias se relacionan
mediante la expresion 2*.

C4. Una funcion logaritmica es una funcion  Una funcion logaritmica es una
que tiene In o log. funcién que tiene In o log.

Fase 4. Revision de temas y subtemas. Se recodifico y se descubrieron nuevos
temas (tabla 3) estableciendo un limite. Para ello se realizo una lectura de los temas
y subtemas establecidos y de los codigos agrupados, para analizar si el tema
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propuesto era util en relacion con la pregunta de investigacion, si guardaba
coherencia y asegurar si la agrupacion realizada era correcta.

Tabla 3

Subtemas modificados
Cadigo Subtemas Subtema modificado
Cl.Lasecuencia-3,-2,-1, Las parejas ordenadas La expresion 2* representa a
0,1,2,3,..9vadeunoen (_1 1) 0, 1) las parejas ordenadas

2 ) 2 H 1 H 1 1 1

uno. (1,2), ... representan la (_3'5)1 (_2';)’ (_1»;)’
C2. La secuencia g i % 1, expresion 2%, 0, 1), (1,2), ..., (9, 512).

2,4,8,...512 se forma
encontrando el doble del
término anterior.

C3. Las dos secuencias se
relacionan mediante la
expresion 2%,

Fase 5. Definicion y denominacién de temas y subtemas. Consistio en establecer
jerarquias de acuerdo con la identificacion de los datos. Para fines de la
investigacion los temas corresponden con las tipologias de conexiones
matematicas establecidas en el marco conceptual. En este sentido, se analizaron
los subtemas y de acuerdo con la informacion evidenciada en cada uno se decidio
qué tipo de conexion matematica se establecia (tabla 4).

Tabla 4
Ejemplo de asociacion de subtemas con los temas
Subtemas Temas

La expresion 2* representa a las parejas ordenadas..., Conexion matematica parte-
(-13). 0.2, @2 ... todo.

Una funcion logaritmica es una funcién que tiene In o  Conexion matemaética de
log. significado.

Fase 6. Redaccidn del informe. Consistid en una narrativa sustentada en la
comprension e interpretacion de la informacion recogida, que permitio la escritura
de los resultados para darle respuesta a la pregunta de investigacion.

Analisis ontosemidtico

El anélisis ontosemidtico propuesto por el EOS para analizar la actividad
matematica del estudiante, se realiza considerando cinco fases, las cuales se
ilustran tomando como ejemplo las respuestas a la tarea 1 por parte de E1.

Fase 1. Se transcriben las entrevistas, se organizan las producciones escritas y se
revisan.
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Fase 2. Se hace una narrativa “matematica” temporal de la produccion de cada
estudiante, en la que se hallan implicitamente las practicas matematicas realizadas
por el estudiante y los objetos primarios (llamados los personajes principales de la
narrativa).

Primero se propone la tarea de completar una tabla que consta de una
progresién aritmética en la primera fila y una progresién geométrica en la segunda.
E1l completa la tabla y frente a esto se le pide que explique lo que ha hecho.
Respecto a esta pregunta E1 explica que la primera fila va de uno en uno desde -3
a 9 y que nada mas faltaban 4 espacios y los fue llenando y que la segunda va el

. 1 . 1 . , ~ .
doble cada vez, empieza en 5Sigueen_yva la mitad aqui (sefiala las fracciones)

y ya de aqui va lo doble, 2, 4, 8...

Cuando se le pregunta que, si la expresién que encontré representa una
funcidn, E1 responde que 2* es una funcion exponencial, y al pedirle que explique
por qué es exponencial, manifiesta elementos que hacen parte de la definicion...

Fase 3. Se identifican y se describen las practicas registradas en la narrativa, donde
las siglas P1T1 significa practica 1 de la tarea 1 y asi para las practicas
correspondientes a cada tarea.

¢ P1T1. Completa la tabla.

¢ P2T1. Explica la regla de las progresiones de la tabla.

¢ P3T1. Realiza operaciones aritméticas para encontrar los términos que el

entrevistador le pregunta.

¢ PAT1. Encuentra la expresion que representa la tabla.

¢ P5T1. Identifica 2* como un ejemplo de funcién exponencial.

.

Fase 4. Se confecciona la configuracion cognitiva (Godino et al., 2007) de objetos
primarios (definiciones, representaciones, procedimientos, proposiciones y
argumentos) que se activan (o emergen) en las practicas matematicas (ver tabla 5).

Tabla 5
Configuracion cognitiva de objetos primarios.
Objetos Tarea 1
Definiciones D1: progresion, D2: variable, D3: potencia, D4: exponente, D5:

funcién, D6: funcion exponencial.

Representaciones Simbolica 1: tabla que relaciona una progresion aritmética de
diferencia 1 con una progresion geométrica de razon 2.
Simbolica 2: 2*
Simbdlica3: f(x) =2*y f(x) = 3*
Lenguaje natural: funcion exponencial

Procedimientos  Prl: calculos aritméticos para completar la tabla (sumay
multiplica).

Proposiciones Proposicion 1: la progresion de la primera fila sigue la forma n +
1.
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Tabla 5
Configuracion cognitiva de objetos primarios.
Objetos Tarea 1

Proposicion 2: la progresion de la segunda fila se forma
encontrando el doble del término anterior.
Proposicion 3: las progresiones se relacionan mediante la
expresion 2*.
Proposicion 4: 2* es una funcion exponencial.
Proposicion 5: la funcidn exponencial tiene como base un nimero
y como exponente una literal.
Proposicion 6: las funciones exponenciales f(x) = 2*y f(x) = 3*
tienen como imagen a 1 cuando el valor de x es cero.

Argumentos Argumento 1:

Tesis: proposicion 4
Razon: proposicion 5
Nota. D=definicién; Pr=Procedimiento.

Fase 5. Se establecen las relaciones entre los objetos primarios de la configuracion,
analizando qué funciones semioticas se establecen entre ellos (figura 6).

Tarea 1
D1: Progresion
Simbélica 1 —
Proposicion 3
Prl

Proposicién 2

- Proposicion 6
D3: Potencia,

D4: Exponente
Simbélica 2
Proposicidn 5
Proposicidn 1

D2: Variable
D5 :Funcién Proposicion 4
Argumento 1
Simbélica 3

D6: Funcidn exponencial

Figura 6. Trama de funciones semidticas de la tarea 1 por E1

Para dar lectura a figuras como esta, se debe tener en cuenta que, si las lineas que
unen los rectangulos son azules y continuas, es porque las relaciones (funciones
semidticas) establecidas entre los objetos son correctas. Mientras que si la linea es
roja y discontinua es porque se establecié una funcién semiotica errénea.
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RESULTADOS

Los resultados de la presente investigacion se exponen en dos momentos. Primero,
se muestran las conexiones matematicas identificadas de acuerdo con cada tarea.
Para ello se tomard como base al caso E10 (para las tareas 1, 3y 4) y E3 (para la
tarea 2), ya que fueron quienes realizaron completamente esas tareas, y a partir de
sus respuestas se comparan los resultados de los demas estudiantes. En un segundo
momento se analiza la comprension de los estudiantes de acuerdo con las
conexiones establecidas.

Conexiones matematicas identificadas
A continuacion, se muestra las conexiones matematicas identificadas en cada una
de las tareas.

Tarea 1

Una vez realizado el analisis tematico, se identific en esta tarea el uso de las
conexiones matematicas:  caracteristica, procedimental, parte-todo vy
representaciones diferentes. Estas se sustentan en una trama de funciones
semidticas (ver figura 7) necesarias para su establecimiento, y especificarlas
permite explicar detalladamente el por qué se establecid cada conexidn
matematica. Estas funciones semidticas se derivan a partir del analisis
ontosemiotico, que parte de una narrativa matematica hasta una configuracion
cognitiva de objetos primarios (ver tabla 6) y su respectiva relacion mediante
funciones semioticas.

Tabla 6
Configuracion cognitiva de objetos primarios de E10 respecto a la tarea 1
Objetos Tarea 1
Definiciones D1: potenciacion; D2: funcion.
Representaciones Tabular 1: tabla que relaciona una progresion aritmética de
diferencia 1 con una progresion geométrica de razon 2.
Simbdlica 1: f(x) = 2*.
Lenguaje natural 1: funcién exponencial.
Gréfica 1: representacion grafica de f(x) = 2*.
Procedimiento Prl: calculo mental para encontrar los términos de la tabla.
Proposiciones Proposicion 1: f(x) = 2* es una funcion exponencial.
Proposicidn 2: la funcién exponencial tiene la variable x esta
en el exponente.
Argumentos Argumento 1

Tesis: proposicion 1
Razo6n: proposicién 2
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Tareal
Prl -
Proposicion 1
D1: Potenciacién
Simbdlica 1
Tabular 1
D2: Funcién. Argumento 1

9 ]

Proposicién 2

Lenguaje natural 1

Grafica 1

Figura 7. Trama de funciones semioticas de la tarea 1 por E10.

Respecto a la conexion matematica caracteristica, los 10 estudiantes emplearon
parte de la definicion de la funcion exponencial para sustentar que la expresion
encontrada era una funcion exponencial. Algunos cuando realizaron la grafica
esbozaron una caracteristica sobre el acercamiento al eje x, como se muestra en
este subtema: la gréafica de f(x) = 2* se acerca al eje X, pero no lo toca.

Particularmente, E1 estableci6 una conexidn caracteristica entre una
representacion simbdlica y una proposicion (ver figura 8). Esta conexién alude a
que en las funciones de la forma f(x) = a* se cumple que f(0) = 1. Esto
evidencia que el estudiante fue capaz de reconocer una propiedad que tienen en
comun las dos funciones (f(x) = 2* y f(x) = 3%).

CcC

Representacion simbalica: Proposicion: En las funciones exponenciales

flx) =2% v f(x) = 3% fl(x)=2%y f(x) = 3% laimagende O es 1

Figura 8. Conexion caracteristica por E1

La conexion matematica de representaciones diferentes entre el registro simbdlico
y el registro lenguaje natural (extracto de E8) y entre la representacion tabular 1y
la simbolica 1, fue establecida por todos los estudiantes. Para ello emplearon su
conocimiento de la definicidn de funcion (definicion 2 de la figura 7). Solo E4, E5,
E6, E7, E8, E9 y E10 establecieron a su vez la conexién de representaciones
diferentes entre una representacion simbolica 1 y una gréfica 1. Esto es evidente
en el siguiente extracto de E8 y la figura 9.
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ES8: La expresion seria f(x) = 2* exponencial. Ahora voy a poner
2* y voy a sustituir el cero, el 1, el 2... y me va dando el
resultado. En la siguiente seria 10.

Entrevistador: Al colocar f(x) ¢estas asumiendo que es una funcion?

ES: Si es una funcion porgue es un vinculo entre dos conjuntos y un
elemento da a otro, entonces esta funcidn seria una funcién

o X
\C\/:\f': 2_ /

.
-5
L
/"/ '
e S W o) 1 : 1 : 1 £ {
O T 1 %

Figura 9. Conexién de representaciones diferentes realizada por E6 en tarea 1

La conexion procedimental fue establecida por los 10 estudiantes en el momento
de completar la tabla empleando el procedimiento 1y la definicién 1. De la misma
manera establecieron la conexion matematica parte-todo, usando la representacion
simbdlica 1y la proposicién 1, pues afirmaron que la expresion encontrada era un
caso particular de la familia de funciones exponenciales a traves del argumento 1.

Tarea 2

El anélisis teméatico mostré que algunos estudiantes establecieron las conexiones
matematicas de tipo procedimental, de reversibilidad, caracteristica y parte-todo
en el desarrollo de los incisos de esta tarea. La trama de funciones semioticas (de
acuerdo con la Tabla 7) que sustenta estas conexiones se muestran en la figura 10.

Tabla 7
Objetos primarios identificados en las producciones de E3 respecto a la tarea 2
Objetos Tarea 2
Representaciones Gréfica 1: parte de la grafica de la funcién
-y 10000
v = e ase

Gréfica 2: grafica extendida.

e — _ 10000
Simbolica 1: v(t) = ——

Simbdlica 2: f(x) = Inx.
Simbdlica 3f (x) = e*.
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Tabla 7
Objetos primarios identificados en las producciones de E3 respecto a la tarea 2

Objetos Tarea 2

Procedimientos Pr 1: procedimiento algebraico para encontrar v(t) parat = 0.
Pr 2: procedimiento algebraico para encontrar k.
Pr 3: procedimiento algebraico para encontrar v(t) para t = 5.
Pr 4: procedimiento visual para encontrar t.
Pr 5: procedimiento visual para encontrar el dominio de la
funcion v(t).

Proposiciones Proposicién 1: la infeccion empieza a propagarse con un tiempo
inicial de cero.
Proposicidn 2: inicialmente hay 8 personas infectadas.
Proposicion 3: f(x) = Inx es lainversade f(x) = e*.
Proposicion 4: en 5 dias hay aproximadamente 700 personas
infectados.
Proposicion 5: cuando hay 1000 personas infectadas han pasado
aproximadamente 6 dias.
Proposicion 6: el dominio de la funcion v(t)es (—oo, o) y el
que tiene sentido es [0, o).
Proposicion 7: del dia 4 al 8 la enfermedad aumenta y a partir
del 9 se mantiene constante.

Argumentos Argumento 1
Tesis: proposicion 5
Razén: procedimiento 4
Argumento 2
Tesis: proposicion 6
Razon: procedimiento 5

Simbolica 1 ——— \ ‘
‘III.‘\____G___:__"' P on 1 i \
Vo TOPOS1Cion - Proposicion? \

l‘\
]

\ “*-.\\H‘. / ~.‘\\

Figura 10. Trama de funciones semidticas de la tarea 2 por E3
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El analisis ontosemiotico mostro que en el inciso a, E2, E3, E4, E5, E6, E8 y E10
reconocieron las condiciones planteadas. De esta manera, identificaron cuél era la
variable por reemplazar y evaluaron la funcion parat = 0 consistentemente (ver
figura 11). Por su parte, E1, E7 y E9, de acuerdo con el analisis tematico, no
establecieron la conexion matematica procedimental dado que tuvieron dificultad
en la proposicién 1, al reconocer qué significaba la palabra “inicialmente” en la
tarea.

S -~ — JO0O©
\))(\‘) z /70‘(‘@"‘”‘__ 2 54 1245 e” @)
S 41295+
ro_oo9 S w
T < 1250

53 12>

Figura 11. Respuesta de E8 al inciso a de la tarea 2.

El inciso b fue resuelto solo por E3 quien evidencio haber establecido la conexién
matematica procedimental y de reversibilidad (figura 12) que es considerada una
condicion necesaria ( In(e®) =t ) para establecer la primera (conexion
procedimental).

En el inciso ¢ todos los estudiantes lograron establecer la conexién
matematica caracteristica, al reconocer una relacién entre la funcion (simbolica 1)
y los intervalos del dominio y el rango a través de la informaciéon que
proporcionaba la representacion grafica de dicha funcién, como se muestra en la
figura 13. Esto a su vez exigia realizar las conexiones parte-todo y procedimental.

iﬁ _+r1<{5e'f“\i {‘-5‘-?\ = 10Ut

o 2¥ 10000
(230463270 2 F 10

¥
61,2305 2 o000 ~ 270
@1,&”}052‘( = 4130
c'“":«__l}i& - 0.4
61279
"”\!:O.M

Figura 12. Respuesta de E3 al inciso b de la tarea 2

Sin embargo, E10 no tuvo en cuenta que el tiempo es continuo, respondiendo
parte del inciso ¢ de manera inconsistentemente (representado con una linea
discontinua en la figura 10). El estudiante E3 fallb en el establecimiento de la
conexion caracteristica, ya que al no realizar bien el procedimiento 4 no logro6
establecer la proposicion 5 y el argumento 1, pues para responder este inciso solo
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tomo en cuenta los nimeros enteros para hablar de dias, dejando de lado el
significado de numeros decimales en la magnitud tiempo.

\ ¥ Lo o y {quc 3¢ v /
(\/, ]0) LJ/ ecn g aaQ y Me (L(/ ( |
4 o b servor en la oyratica
.. , \ AT
D g\ qumevo Az PR DN \q Cec\adas Se VeaWe
(\{‘,"\‘.1\(\\ ‘\\. al \ AcC < \0sS A0S N SO Cy

A oo’

-~ \/7‘ \
Dom\(\\u = A \ )

Domins \" @ ¢+ L)
S

A C\J‘\ (\'\\f\ Cexo o\ ava dos y (Jr.‘,c’c el clvq

\ Vs Ya : i <

Figura 13. Respuesta de E4 al inciso c de la tarea 2

Tarea 3

El andlisis tematico indicd que en esta tarea se identificaron las conexiones
matematicas de tipo: procedimental, parte-todo, representaciones diferentes,
implicacion, caracteristica y de reversibilidad. Las funciones semiéticas que las
sustentan se distribuyeron en cuatro (una trama para cada inciso), ya que hacer una
sola trama implicaba una figura muy densa y de dificil lectura. En este sentido, se
muestra la configuracion cognitiva de objetos primarios (tabla 8) y la trama de
funciones semidticas (figura 14) correspondiente para el inciso a y se describe de
manera general algunos resultados de los otros incisos.

Tabla 8

Objetos primarios identificados en las producciones de E10 respecto a la tarea 3
Objetos Tarea 3. Inciso a.

Definiciones D1: Férmula, D2: Magnitudes D3: Parametro, D4: Variable, D5:

Logaritmo, D6: Ecuacién de primer grado.

Representaciones Simbolica 1: La relacion de Ehrenberg Inw = In 2.4 + (1.84)h.
Simbolica 2: h como altura y w como peso.
Simbdlica 3: [n28.8 = [n2.4 + 1.84h.
Simbdlica 4: 3.360 = 0.875 + 1.84h.
Simbolica 5: expresiones equivalentes a la Simbélica 4 obtenidas por
transposicion de términos.

Procedimientos  Prl: Evalua variables.
Pr2: Calcula logaritmos (con calculadora).
Pr3: Resolver ecuaciones de primer grado por transposicion de
términos.
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Tabla 8
Objetos primarios identificados en las producciones de E10 respecto a la tarea 3
Objetos Tarea 3. Inciso a.
Proposiciones Proposicion 1: la estatura promedio de una nifia de 8 afios que pesa
28,8 kg es 1m 35 cm.
Argumentos Argumento 1:

Tesis: Proposicion 1
Razén: procedimiento 3

El analisis tematico mostré que en el inciso a de la tarea 3, E3, E5, E6 y E10
establecieron la conexion procedimental, reconociendo la expresion simbdlica 1
como una férmula en la que hay parametros y magnitudes variables (siendo el
In 28.8 un parametro y h y w la representacion de las magnitudes estatura y peso).
El procedimiento 1 les permitio evaluar la expresion simbélica 1 parael valorw =
28.8 y asi obtener la expresion simbdlica 4, a la cual le aplicaron el procedimiento
3 obteniendo el valor de la estatura (proposicion 1), que fue la respuesta al inciso
a. Particularmente E10, ante la pregunta del entrevistador, justifico que obtuvo el
resultado de este inciso aplicando los procedimientos 1, 2 y 3, sin embargo,
establecié una FS de tipo extensivo/intensivo err6nea, ya que reconocio la
expresion simbodlica 3 como una ecuacion logaritmica (representada con una linea
discontinua en la figura 14).

Tarea 3

D1: Formula Inciso a

D3: Parametro Proposicion 1

D2: Magnitud Simbblica 1 Simbalica 5

D5: Logaritmo Simbolica 2 Argumento 1

Prl L
Simbolica 3

- o Pr3
Ecuacién logaritmica

D6: Ecuaciones de
primer grade
Simbélica 4

Pr2

Figura 14. Trama de funciones semioticas para el inciso a de la tarea 3 por E10

Por su parte, E1 y E4 no pudieron obtener la expresion simbolica 5 porque
cometieron errores en la transposicion de términos que permitia obtener
ecuaciones equivalentes a la expresion simbdlica 4. E9 no aplicé bien la jerarquia
de operaciones en la expresion simbdlica 4 (figura 15). Error también cometido
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por E8, pero en la expresion simbolica 3, asi como no poder definir lo que era un
logaritmo. En cambio, a E2 y E7 les fall6 el establecimiento de toda la trama de
funciones semioticas.

3 oyte (Leee) = Ve L x (24 W
- C oyl - 0.%F & Cheuh

= V60T W

. 3G -
= , O O&
AN lig___fﬁ_
T__,i' alj__a‘h
\\ =0, g8 '\-:I‘ -

Figura 15. Respuesta de E9 al inciso a de la tarea 3

En el inciso b, establecer la relacion de reversibilidad era una condicion necesaria
para usar la conexién procedimental. Solo 3 de los 10 estudiantes (E3, E4 y E10)
establecieron esta Gltima y la conexidn de reversibilidad en el registro simbolico
(e = w). Los demas estudiantes presentaron dificultad para establecer estas
conexiones y responder la pregunta. Por ejemplo, E1, aunque manifestd el uso de
la exponencial como proceso inverso del logaritmo, no emple6 bien tal condicién
para resolver ecuaciones logaritmicas, pues eleva e a los términos de la ecuacion,
pero obvia el In, con lo que confunde la potencia con el exponente (ver figura 16).
E8 por su parte, cometio errores para resolver la ecuacion pues no empled
consistentemente la relacion de reversibilidad entre potencia y logaritmo (ver
figura 16).

o (1 &4 ey Fluged (1S
(o = dn 2ot 80 AN ST
- 8. 75} 10
F ;'h_.-ﬁ_:.;i"a~'1f r'%?"bq
hgtd ir\'\d"' 3'.’9[:
s 17,7 L
[ w agff W BB
J}‘ w = g
R
¢“-33.4
Respuesta de E1 al inciso b Respuesta de ES al inciso

Figura 16. Respuesta de E1 y E8 al inciso b de la tarea 3

Las personas E6 y E9 tampoco mostraron evidencias de la conexion de
reversibilidad, ya que solo llegaron hasta la expresion simbolica 7. Luego, E6 y E9
se limitaron a hacer los cuatro primeros pasos de la respuesta de E1. Y, E2, ES y
E7 no respondieron el inciso b y manifestaron no tener conocimiento sobre como
despejar una variable que se encontraba en el argumento de un logaritmo. En el
inciso c, el analisis tematico arrojo como resultado que E3, E4 y E10 lograron
establecer las conexiones matematicas de tipo procedimental (para encontrar la
expresion simbolica de la funcion, el dominio y rango y para hacer la gréafica);
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parte-todo (cuando asumieron que la funcion que modela el peso es exponencial);
de reversibilidad (e™" = w); caracteristica (cuando establecieron el dominio y
rango) y representaciones diferentes (relaciones entre la expresion simbdlica,
lenguaje natural y gréfica de la funcion que modela el peso). Los estudiantes E2,
E5, E6, E7, E8 y EQ fallan en toda la trama correspondiente a este inciso, ya que
el proceso que se debia realizar en este inciso era similar al inciso b (que tampoco
lo habian resuelto). Particularmente, E1 fall6 en la generalizacion del
procedimiento empleado en el inciso b, pues aplicé la propiedad de que la imagen
de la suma es la suma de iméagenes en lugar del producto (figura 17), lo cual le
impidio encontrar la expresion simbdlica esperada.

Figura 17. Respuesta de E1 al inciso ¢ de la tarea 3

En el inciso d, E10, E3 y E4 lo respondieron correctamente estableciendo las
conexiones procedimental (para encontrar la expresion simbolica de la funcion, el
dominio y rango y al hacer la gréfica); parte-todo (cuando asumieron que la
funcion que permite hallar la altura en funcion del peso es logaritmica); de
reversibilidad (entre las graficas, dominios y rangos); caracteristica (cuando
establecieron el dominio y rango); representaciones diferentes (relaciones entre la
expresion simbolica, lenguaje natural y grafica de la funcion que modela la estatura
promedio) e implicacién (relacion de la condicion de inversas con el dominio y
rango y con la representacion gréafica).

Tarea 4

El analisis tematico mostr6 que, de manera general, en esta tarea se establecieron
las conexiones matematicas de significado, reversibilidad, representaciones
diferentes y parte-todo. Estas conexiones se sustentan con la trama de funciones
semioticas (figura 18) que se realizo teniendo en cuenta la configuracion cognitiva
de objetos primarios de la tabla 9.

Tabla 9
Configuracion cognitiva de objetos primarios de E10 respecto a la tarea 4
Objetos Tarea 4
Representaciones Lenguaje natural 1: Funcién exponencial.
Simbdlica 1: a*
Simbdlica 2: 5%
Definiciones D1: Funcioén.
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Tabla 9

Configuracion cognitiva de objetos primarios de E10 respecto a la tarea 4
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Objetos

Tarea 4

Proposiciones

Argumentos

La funcion exponencial es aquella en la que la variable
independiente esté en el exponente. Su forma general es a”*,
donde a es mayor a cero y diferente de 1.

D2: Funcion exponencial.

La funcion exponencial es aquella en la que la variable
independiente esta en el exponente.

D3: Funcioén logaritmica.

La funcion logaritmica es una funcién que tiene la variable
independiente dentro del logaritmo.

Proposicién 1: 5* es un ejemplo de la funcidn exponencial.
Proposicion 2: La funcion exponencial y logaritmica son
inversas.

Argumento 1:
Tesis: proposicion 1
Razon: Tiene la forma de la simbdlica 1.

D2: Funcién exponencial

Proposicion 1

Simbélica 2

Tarea 4

D1 : Funcién

D3: Funcién logaritmica

Lenguaje natural 1

Simbolica 1

Proposicion 2

Argumento 1

Figura 18. Trama de funciones semioticas en la tarea 4 por E10

Los estudiantes E1, E3, E4, E5, E6, E8, y E10 establecieron la conexion de
significado respecto a la funcion exponencial (ver como ejemplo el extracto de
E8). Para ello definieron qué es una funcidn, establecieron la conexion parte-todo

al proponer un ejemplo de una funcién exponencial y argumentar por qué dicha

expresion es un caso particular de la familia de funciones exponenciales. Ademas,
El, E3, E4, E5, E6, E8, y E10 establecieron la conexion representaciones

diferentes entre una representacion simbdlica y otra de lenguaje natural respecto a
la funcion exponencial. Los demas estudiantes no establecieron tal conexion, ya
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que algunos no pudieron expresar la definicion de la funcion exponencial pues
dejaron de lado las caracteristicas que identifican a una funcion como exponencial.

Entrevistador:  ¢Para ti qué es la funcion exponencial?

E8: Para mi es, mas que nada exponencial se refiere a un adjetivo que va
incrementando y una funcion es un vinculo entre dos elementos que le
pertenece uno y otro, entonces funcién exponencial esta vinculada para
fendmenos que van incrementando muy rapido con el tiempo, se aplica
en fendmenos como en la magnitud de un terremoto, el crecimiento de
poblaciones y bacterias, también las mezclas y concentraciones
quimicas, se emplean mucho en economia, fisica y quimica.

La conexidn de significado respecto a la funcion logaritmica es establecida por E3,
E4, E6 y E10. Ellos reconocieron la definicion de funcion como una condicién
inicial y posterior a ello exponen la de funcién logaritmica. Los que no
establecieron esta conexién, manifestaron no tener conocimiento de esta o bien no
expusieron las caracteristicas esenciales de una funcion exponencial. E1, E3, E4,
E5, E8 y E10 establecieron la conexion de reversibilidad entre las dos funciones
de manera verbal, pues afirmaron que las funciones se relacionaban porque son
funciones inversas, como se muestra en el siguiente extracto de E3.

Entrevistador:  ;Crees que existe alguna relacion entre las funciones exponencial y
logaritmica?

E3: Si, que seria lo contrario a cada una de ellas. Que la exponencial si no se
puede obtener un valor se usa la logaritmica. Las funciones son inversas.

Descripcion de la comprension matematica de los estudiantes

De acuerdo con Font (2007), la comprensién de un sujeto en determinada situacion
sera parcial. Esto implica que la comprensidn de los estudiantes es distinta segin
cada caso, que va a depender de las tareas que resuelva, los objetos que emplee,
las conexiones matematicas que realice entre ellos y la justificacion de dichas
conexiones. Teniendo en cuenta esto y el contraste entre las configuraciones
cognitivas y las conexiones realizadas por cada estudiante, se han clasificado los
resultados en 4 grupos.

Grupo 1. Estudiantes que no evidencian comprensién de las funciones exponencial
y logaritmica. En este grupo se ubican los estudiantes E2 y E7 porque no realizaron
la conexion de reversibilidad y presentaron dificultad para establecer las demas
conexiones matematicas.

De manera particular, solo resolvieron correctamente la tarea 1, y aunque
hicieron la conexion parte-todo al manifestar que la expresion encontrada es una
funcién exponencial, carecieron de elementos para justificarla. La conexién
caracteristica emergio solo cuando describieron, en la tarea 2, el comportamiento
de una funcion dada su grafica, pero no se establecieron con las propiedades, pues
ambos manifestaron no tener conocimiento al respecto. La conexion de significado
establecida se evidencid solo respecto a la funcion exponencial, ya que en la
funcién logaritmica no reconocieron (como condicion esencial) que la variable
independiente debia estar en el argumento.
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Grupo 2. Estudiantes que muestran una comprension Unicamente de una de las dos
funciones (exponencial o logaritmica). A este grupo pertenecen aquellos
estudiantes que resolvieron las tareas (relacionada con una de las dos funciones) y
establecieron sus respectivas conexiones matematicas de manera competente,
como lo son E8 y E9, quienes las realizaron solo con la funcién exponencial.
Resolvieron la tarea 1 estableciendo las conexiones parte-todo, de significado y de
representaciones diferentes.

Particularmente, establecen esta Ultima conexion entre la representacion
simbolica y la representacion gréfica. El estudiante E8 evidencié una mejor
comprension de la funcion exponencial que E9 porque realizd la conexion
caracteristica relacionando la grafica con las propiedades de concavidad e
identificacion de asintotas de la funcion. Ademas, establecié la conexion de
significado entre la representacion lenguaje natural y la definicién. Mientras que
E9 establecio una conexion de significado, pero no caracterizo los pardmetros de
la funcién. Ademas, E8 establecid la conexion de implicacion y de reversibilidad,
pero solo lo manifestd (la establece entre proposiciones) sin usarla de manera
competente para resolver las tareas.

Grupo 3. Estudiantes que mostraron una comprension regular sobre ambas
funciones. En este grupo estan aquellos que resolvieron las tareas que no
implicaron el establecimiento de la conexién de reversibilidad (conexion central),
pero si establecieron las otras conexiones. Este es el caso de E1, E5 y E6, quienes
resolvieron en su mayoria las tareas propuestas, estableciendo las conexiones de
parte-todo entre representaciones simbodlicas y la familia de las funciones
exponencial y logaritmica. Establecieron la conexion de representaciones
diferentes entre el registro tabular-simbolico, simbdlico-lenguaje natural,
simbolico-gréfico y tabular-grafico.

La conexién caracteristica se evidencié solo en el momento en que los
estudiantes mencionaron propiedades de la representacion grafica de las funciones
respecto al comportamiento, particularmente en la tarea 2.

La conexidn de significado se evidencio en las respuestas de cada estudiante
e incluso proporcionaron ejemplos, y particularmente E6 definio la funcion
logaritmica como la inversa de la exponencial.

La conexion procedimental fue realizada por los tres estudiantes de manera
visual en el registro grafico (cuando emplearon la grafica como un procedimiento
para encontrar el dominio y el rango, o inclusive puntos particulares de la funcion)
y en algunos casos en el registro algebraico, pues algunos (E5 y E6) no aplicaron
la condicion de ser inversas para resolver una ecuacion logaritmica.

Grupo 4. Estudiantes que evidenciaron una comprensién elemental. En este grupo
se encuentran los estudiantes que resolvieron las tareas y establecieron de manera
competente seis tipologias de conexiones matematicas, aunque la conexion de
reversibilidad solo aparecié entre proposiciones y en algunos casos entre
representaciones (graficas, lenguaje natural) y la conexidn de implicacion. Este es
el caso de E3, E4 y E10, quienes establecieron la conexion de reversibilidad entre
las dos funciones, particularmente entre proposiciones, procedimientos y entre
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representaciones (graficas, lenguaje natural) y las justificaron. Esto ayudo a que
los estudiantes lograran establecer las demas conexiones matematicas.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

El analisis de los datos nos permitié identificar las diferentes conexiones
matematicas establecidas por los estudiantes, donde de manera general algunos de
ellos establecieron las siete tipologias descritas en el marco conceptual. Resultado
consistente con aquellas investigaciones que han reportado estas conexiones
matematicas tanto en la practica del profesor como por los estudiantes de distintos
niveles educativos al resolver tareas especificas (Garcia-Garcia y Dolores-Flores,
2018, 2020 y 2021; Evitts, 2004; Businskas, 2008 y Eli et al., 2011, 2013).

Nuestros resultados indicaron que hubo dificultad para establecer la conexién
de reversibilidad (conexién central), lo cual también fue reportado por Campo-
Meneses y Garcia-Garcia (2020) y, desde otro enfoque tedrico, por Weber (2002).

En cuanto a la comprension matemaética, la informacion fue organizada en
cuatro grupos, que podrian ser considerados para indagar sobre niveles de
comprensién de un sujeto respecto a la funcion exponencial y logaritmica desde el
enfoque de conexiones matematicas. Si bien, solo se encontraron cuatro grupos, se
considera que habria un quinto grupo, donde se ubicarian aquellos estudiantes que
hipotéticamente logren establecer de manera competente todas las conexiones
matematicas que les permite resolver todas las tareas y justificar la conexién
central.

En este sentido, consideramos que estos grupos se pueden traducir como
niveles de comprension sobre la funcion exponencial y logaritmica, basados en
conexiones matematicas evidenciadas en la actividad matematica del estudiante.
Asi, un estudiante tendrd un nivel de comprension deseado si alcanza el nivel 4 y
estara en un nivel de comprension muy bajo si alcanza un nivel 0. Las
caracteristicas propuestas por cada nivel se registran en la tabla 10.

De acuerdo con el objetivo de la investigacidn, consideramos que tanto la
definicion de comprension (planteada en los referentes tedricos) como los niveles
de comprensidn propuestos (tabla 10), son un marco de referencia para estudiar la
comprension matematica de los estudiantes. Asi, teniendo en cuenta los niveles
descritos en la tabla 10, la comprension de los 10 estudiantes estaria valorada en
diferentes niveles: dos estudiantes (E2 y E7) en nivel 0, otros dos estudiantes (E8
y E9) en nivel 1, tres estudiantes (E1, E5 y E6) en nivel 2, tres estudiantes (E3, E4
y E10) en el nivel 3 y ninguno en el nivel 4.
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Tabla 10
Niveles de comprension a partir de las Conexiones Matematicas realizadas
por un estudiantel.

Nivel Descripcion

0 El estudiante no resuelve las tareas y no establece conexiones matematicas.

1  El estudiante resuelve las tareas (relacionada con una de las dos funciones) y
establece sus respectivas conexiones matematicas de manera competente.

2  El estudiante resuelve las tareas que no implican el establecimiento de la
conexion de reversibilidad (conexion central) y establece las conexiones
matematicas: parte-todo, caracteristica, significado, representaciones
diferentes y procedimental.

3 El estudiante resuelve las tareas y establece de manera competente las
conexiones matematicas: parte-todo, caracteristica, significado,
representaciones diferentes, procedimental e implicacién. Ademas, establece
la conexion de reversibilidad, pero solo entre proposiciones y en algunos
casos entre representaciones (graficas, lenguaje natural).

4 El estudiante resuelve todas las tareas, establece de manera competente todas
las conexiones matematicas y justifica la conexion central.

Este resultado indica que los estudiantes participantes en esta investigacion tienen
dificultad para alcanzar niveles altos de comprension, tal como también lo reportan
Ferrari-Escola et al. (2016) y Trejo y Ferrari (2018), aunque desde otra perspectiva
tedrica.

Ahora bien, el hecho de combinar la teoria sobre conexiones matematicas y
el EOS para abordar la comprension matematica, fue importante, porque son
teorias que se complementan (Rodriguez-Nieto et al., 2021). Ademas, solo con la
teoria sobre conexiones matematicas no bastaba para abordar la comprensién, era
necesario emplear otras herramientas que permitieran un andlisis detallado de la
practica matematica del estudiante para ahondar en cada conexién matematica.

Como se observa, los objetos matematicos del EOS aparecen de manera
implicita en la definicion de conexiones y las diferentes tipologias existentes. En
ese sentido, consideramos que definir estas tipologias en términos de dichos
objetos podria contribuir a tener definiciones un poco mas precisas. Esto puede ser
estudiado y matizado en futuras investigaciones.

1 Para crear esta tabla se llevaron a cabo dos mecanismos de validacion: validacion por expertos
(profesores-investigadores con experiencia en conexiones matematicas y el EOS) y una prueba piloto.
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Finalmente, consideramos que este trabajo aporta en dos sentidos a la
Educacién Matematica. Por un lado, un aporte tedrico con la propuesta de un
marco de referencia para estudiar la comprension matematica (basado en el
networking realizado por Rodriguez-Nieto et al. (2021)), que abre un nuevo
enfoque (comprensién matematica a través de las conexiones matematicas) en la
linea de conexiones matematicas.

Por el otro, tiene un aporte practico en tanto que los resultados reportados —
marco de referencia, los resultados de los estudiantes evidenciados en las tareas y
las tareas mismas— pueden ser Utiles para disefiar un experimento de ensefianza a
fin de desarrollar en los estudiantes la comprension matematica sobre las funciones
objeto de estudio. Asimismo, los resultados invitan a seguir investigando en esta
linea para contribuir con la agenda de investigacion del enfoque de conexiones
matematicas.
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