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En este trabajo analizamos los argumentos dados por docentes en
formacion al justificar la veracidad de enunciados referidos a la
derivabilidad de una funcion en un punto. Empleando una adaptacion del
modelo de Toulmin, nos centramos en la garantia o justificacion dada y
en si se presenta respaldo. Identificamos el elemento matematico en el que
se basa la justificacion, como se emplea y la forma de representar el
argumento. Los resultados revelan que, para argumentar se recurre
principalmente a resultados matemdticos o reglas utilizados muchas
veces sin respaldo. Asimismo, detectamos argumentos no vdlidos,
principalmente por no considerarse las condiciones necesarias para la
derivabilidad.
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In this paper, we analyse the arguments given by teachers in training by
Jjustifying the truthfulness of statements referring to the derivability of a
function at one point. Using an adaptation to Toulmin’s model, we focus
on the guarantee or justification given and whether support is presented.
We identify the mathematical structure on which the justification is based,
how it is used and how the argument is represented. Findings reveal that,
to argue, mathematical results or rules used are often used without
backing. Likewise, we detect invalid arguments, mainly because the
necessary conditions for derivability are not considered.
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Diversas investigaciones han evidenciado la dificultad que supone comprender el
concepto de derivada tanto para estudiantes como docentes (e. g., Bingolbali y
Monaghan, 2008; Hidhkioniemi, 2008). En el alumnado, la comprension de la
derivada sigue siendo “uno de los mayores desafios de la educaciéon matematica a
nivel universitario y es una constante preocupacion para las instituciones
educativas de nivel superior, pues repercute en bajas calificaciones, altos indices
de reprobacion y abandono de los cursos de Calculo” (Fuentealba, Badillo y
Sanchez-Matamoros, 2018, p. 2). En el profesorado, se ha puesto de manifiesto
que la comprensién y la percepcion que tengan sobre un contenido matematico
influyen en la instruccion que da y, de cierta manera, en el entendimiento que
adquieren sus estudiantes (Byerley y Thompson, 2017; Sénchez-Matamoros,
Garcia y Llinares, 2013).

Como parte de una investigacion mas amplia en la que analizamos el
significado que expresa el profesorado de matemadticas sobre el concepto de
derivada, en este trabajo nos centramos en los docentes en formacion, analizando
como son los argumentos que brindan al justificar la veracidad o falsedad de cuatro
enunciados sobre la derivabilidad de una funciéon en un punto. Desde nuestra
perspectiva teorica, los razonamientos son uno de los elementos que componen el
significado de un contenido matematico escolar (tabla 1), y aunque un argumento
escrito no manifiesta el razonamiento completo empleado, si representa un buen
resumen o aproximacion de este (Lithner, 2008).

En general, se considera que los argumentos juegan un papel crucial en la
construccion del conocimiento y razonamiento cientifico (Metaxas, Potari y
Zachariades, 2016). Al estudiar los argumentos matematicos proporcionados por
sujetos, se puede tener una aproximacion de la comprension y percepcion que éstos
tienen sobre los contenidos matematicos (Koleza, Metaxas y Poli, 2017), en este
caso particular, sobre la derivada. Consideramos que este acercamiento a los
argumentos es interesante ya que se sabe poco sobre la forma en la que concibe el
profesorado de secundaria los contenidos que ensefian (Byerley y Thompson,
2017).

La importancia de la argumentacion se manifiesta, por ejemplo, en que tanto
el National Council of Teachers of Mathematic (NCTM) como el Programme for
International Student Assessment (PISA) consideran como competencia
fundamental el presentar argumentos validos. De esta forma, creemos que los
docentes deben ser capaces de analizar y validar los argumentos dados por sus
estudiantes, ya que para evaluar las soluciones que estos dan es necesario que
puedan seguir la argumentacion que brindan (Philipp, 2018). Sin embargo, tal
como aseguran Gomez y Gutiérrez-Gutiérrez (2014), es una capacidad que, pese a
su relevancia, se le ha otorgado poca importancia en estudios internacionales como
el Teacher Education and Development Study in Mathematics (TEDS-M) donde
se considera la argumentacion como un subdominio del conocimiento pedagdgico
del contenido (Tatto et al., 2008).
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Los argumentos se han estudiado tanto en estudiantes como en docentes (e. g.,
Chua, 2017; Fahse, 2017; Selden y Selden, 2003) y para su estudio se han
considerado distintos esquemas y modelos (e. g., Harel y Sowder, 1998; Lithner,
2008; Walton, Reed y Macagno, 2008). En nuestro caso, y siguiendo la linea de
un trabajo realizado previamente (Vargas, Fernandez-Plaza y Ruiz Hidalgo, 2019),
consideraremos el argumento desde la perspectiva del modelo de Toulmin (1958),
que es un marco ampliamente empleado.

Abordamos asi una investigacion cualitativa cuyo objetivo general es describir
los argumentos empleados por docentes en formacion al justificar o refutar la
veracidad de cuatro enunciados sobre la derivabilidad de una funcion en un punto.
Se consideran para ello cuatro objetivos especificos:

¢ Determinar la validez y el respaldo de los argumentos dados por los futuros

docentes.

¢ Identificar los aspectos matematicos empleados como base de los

argumentos dados.

¢ Establecer la forma logica o la estructura de los argumentos empleados.

¢ Determinar el modo en el que los argumentos dados por docentes en

formacion son representados.

MARCO TEORICO

Como senalamos anteriormente, este trabajo forma parte de una investigacion mas
amplia centrada en el significado que expresa el profesorado sobre el concepto de
derivada. En este apartado describiremos brevemente el marco general en el que
nos situamos y que posteriormente nos permitira el analisis de los argumentos.

Significado de un contenido matematico escolar

El significado de un concepto en educacion matematica ha sido ampliamente
discutido (Skovsmose, 2005). De los enfoques propuestos al respecto, adoptamos
el que plantea Frege (1996), en el que el significado de un concepto, desde una
perspectiva semantica, estd determinado por tres elementos: signo, sentido y
referencia. Esta idea ha sido retomada y adaptada por Rico (2012, 2013)
considerando que el significado de un contenido matematico escolar lo constituyen
su estructura conceptual, los sistemas de representacion, y los sentidos y modos de
uso.

En este marco, cada uno de los tres componentes del significado se divide en
un sistema de categorias y elementos que permiten su analisis y estudio (Rico,
2012, 2013), las cuales se muestran en la tabla 1. Para la caracterizacion de la
categoria estructura conceptual, el marco del significado de un contenido
matematico escolar retoma y adapta tres campos o categorias generales: campo
conceptual, campo procedimental y campo actitudinal (Bell, Costello y
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Kiichemann, 1983; Hiebert y Lefevre, 1986), los cuales han sido objeto de estudio
e interés a lo largo de los afios (Castro, Prat y Gorgorid, 2016).

Tabla 1
Categorias y componentes del significado de un contenido matematico escolar

Estructura conceptual

Campo Sistemas de Sentido y
Campo Carppo p representacion  modos de uso
conceptual  procedimental actitudinal
Actitud Verbal Modo de uso
Hechos Destrezas emocional Simbolico Contexto
Conceptos  Razonamientos  Aspecto moral y Numérico Situacion
Estructuras Estrategias normativo Grafico
Aspecto ético Tabular

El foco de esta investigacion estd situado en la estructura conceptual,
particularmente en el campo procedimental, y mdas especificamente en los
razonamientos que utilizan los docentes en formacion respecto a la derivada, es
decir, como procesan y entienden dicha nocion.

Para Lithner (2008) el razonamiento se define como la linea de pensamiento
adoptada para traducir afirmaciones y llegar a conclusiones en la resolucion de
tareas, mencionando que esta forma de proceder no se basa necesariamente en la
logica formal, por lo que no se restringe a demostraciones formales. Ademas,
sefala que esta linea de pensamiento puede ser incluso incorrecta siempre que,
para quien razona, existan razones validas que lo respalden. Entendemos por
argumento ese sustento o parte del razonamiento que apunta a convencer que el
razonamiento es apropiado (Lithner, 2003).

La argumentacion y su analisis

La argumentacion matematica es un concepto frecuentemente relacionado con la
prueba o demostracion. De hecho, en algunas ocasiones son usados como
sindnimos, aunque hay quienes afirman que son nociones completamente distintas
(Reid y Knipping, 2010).

Duval (1990) considera que la argumentacién no constituye necesariamente
una prueba, sino que se trata mas bien de una justificacion sobre una afirmacion o
tesis, siendo el argumento lo que se usa para refutar o afirmar la proposicion y que
este puede tratarse de una definicion, un teorema, un ejemplo, entre otros. De
manera similar, Balacheff (2008) considera que el argumento es un recurso que se
emplea para convencer sobre la posicion que se tiene de algo, incluso aunque no
sea cierto, mientras que una prueba matematica es mas estructurada y requiere de
la aceptacion por parte de la comunidad matematica.
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Tal como indicamos anteriormente, para el andlisis asumimos un modelo
ampliamente utilizado, el modelo de Toulmin (1958), en el cual se establece que
en un argumento se involucran 6 elementos (ver figura 1): afirmacion (claim),
datos (data), garantia o justificacion (warrant), respaldo (backing), cualificador
modal (modal qualifier) y refutacion (rebuttal). Emplearemos el modelo
actualizado y especificamente adaptado para la educacion matematica expuesto en
Reid y Knipping (2010), en el que se contempla tnicamente los cuatro primeros
elementos, entendidos de la siguiente manera:

¢ Afirmacién: conclusion, tesis o hipdtesis que se defiende.

¢ Datos: evidencia, hechos o prueba que apoyan la afirmacion.

¢ Garantia (justificacion): regla o teoria que da paso de los datos a la

afirmacion.

¢ Respaldo: apoyo a la garantia o justificacion dada, se emplea para dar fuerza

a la justificacion o clarificarla. Por ejemplo, el argumento dado puede ser
un teorema conocido que justifica la afirmacién. Pero ademas de esto, se
puede ejemplificar o bien justificar por qué el teorema es aplicable.

La eleccion de este modelo se debe a que nuestro interés es la justificacion dada
en cada una de las tareas y el respaldo que se brinda. De esta forma, para este
trabajo, los enunciados de las tareas dadas a los docentes en formacion representan
la afirmacion que deben justificar o refutar; en la cual se brindan ciertos datos. Por
lo tanto, nuestro objetivo de describir los argumentos se concreta en analizar las
justificaciones dadas en cada caso y el respaldo que se brinda a la misma (ver
figura 1).

Cualificador Refutacion
Foco del
\ / trabajo
\ /
Datos \ / Afirmacion

Enunciado dado

Justificacion Respuesta

de los

docentes

Respaldo

Figura 1. Modelo de Toulmin

Para el analisis de estas justificaciones, consideramos un esquema similar al de
Stylianides (2007), en el que se contemplan tres componentes: elemento
matematico empleado, modo de argumentar (cémo lo emplea) y el modo de
representarlo. Estas componentes son descritas a continuacion.
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Elemento matematico empleado

Para el analisis de este primer componente, tomaremos en consideracion la nocion
de significado de un contenido matematico escolar (Rico, 2012, 2013) antes
expuesta. En ella, la estructura conceptual se entiende como esa amplia gama de
conceptos, axiomas, teoremas, procedimientos y demads estructuras que se
involucran dentro de un contenido matematico. De esta forma, prestaremos
atencion al elemento matematico en el que se basa el argumento, ya sea una
definicion, un axioma o un teorema, entre otros.

Modo de argumentar

Solow (2006) plantea una serie de técnicas empleadas al realizar una demostracion
matematica, las cuales pueden aplicarse también a argumentos. El autor asegura
que las demostraciones se fundamentan en un método al que denomina retroceder-
avanzar, ya que al demostrar una implicacion de la forma A = B, donde A es la
hipotesis y B lo que queremos concluir, tenemos dos opciones. Preguntarnos
(,como o cuando puedo demostrar que B es verdadero? Es decir, iniciar de atras
hacia adelante (retroceder), o bien, asumir que A es verdadero y preguntarnos,
(qué implica que A sea verdadero? Obtener de esa forma otra proposicion y asi
sucesivamente hasta obtener B(avanzar).

En ambos casos, Solow (2006) considera que la clave esta en la pregunta que
nos hacemos y la respuesta que damos a la misma. Ademas, sehala que para
responder a esta podemos hacer uso de definiciones o bien de resultados ya
establecidos, los cuales pueden utilizarse mediante una implicacion légica. En la
tabla 2 se muestran los tipos de implicaciones que se pueden hallar. No todos los
enunciados que se utilizan son verdaderos, estos son para ilustrar.

Tabla 2
Tipos de implicaciones logicas
Implicacion logica Escritura Ejemplo
. Si una funcién es derivable en un punto, esa
Directa A=B ., . .
funcién es continua en dicho punto.
, Si una funcidn es continua en un punto, entonces
Reciproca B=A .
es derivable en ese punto.
: Si una funcion no es derivable en un punto
Contraria —-A = —B . P ’
entonces no es continua en ese punto.
. Si la funcién no es continua en un punto,
Contrarreciproca —-B = —A

entonces no es derivable en ese punto.

Asi, prestaremos también atencidén a la implicacién empleada al involucrar los
elementos matematicos en la justificacion, esto nos permitira analizar las distintas
formas de utilizar un mismo elemento matematico y la influencia que esto pueda
tener en la justificacion presentada. Dado que el tipo de implicacion dependera de
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la que se considere como directa, en el apartado de resultados se establece la que
se toma en consideracion al definir las demas.

Modo de representacion del argumento

Este segundo componente tiene que ver con la forma en la que el argumento es
representado. Entre las distintas clasificaciones de pruebas y argumentos, en este
trabajo seguimos la propuesta de Reid y Knipping (2010) quienes atienden a la
clasificacion hecha por otros autores y ademds se centran en los sistemas de
representacion. Los autores consideran cuatro grandes categorias de argumentos,
los cuales a su vez derivan en distintas subcategorias. Por cuestion de espacio y
dado que en nuestro trabajo no se detectdé mucha variedad al representar los
argumentos, describimos solamente algunas de ellas.
¢ Empiricos: son aquellos basados en un ejemplo especifico y no
necesariamente representativo de la situacion. Se queda solo en un caso
concreto. Algunas de sus subcategorias son: tipos (mostrar diferentes casos
o ejemplos) y perceptual (un dibujo de un caso particular).
¢ Genéricos: en este caso también se recurre a ejemplos, pero aqui se trata de
un caso representativo a una clase como pictérico (un dibujo
representativo).
¢ Simbolicos: argumentos y pruebas dados utilizando palabras y simbologia
matematica, como narrativo (emplea principalmente palabras) o simbdlicos
(emplean mas simbolos, aunque se apoyan también en palabras).
¢ Formales: son argumentos presentados de manera sintactica, usando la
menor cantidad de palabras posibles, son argumentos que constituyen una
prueba, la cual se escribe mediante simbolos que fuera de un contexto
matematico probablemente no significan nada.

La clasificacion se basa en el uso que dan a los sistemas de representacion, pero
puede apreciarse cémo las categorias contemplan pruebas de menos a mas
formales. Asi, por ejemplo, tanto los argumentos simbolicos como los formales
emplean el sistema de representacion simbolico, pero su nivel de formalidad es
muy distinto. En los simbdlicos no necesariamente se trata de una prueba formal,
de hecho, puede incluir palabras como complemento, mientras que los argumentos
formales se refieren a pruebas y demostraciones matematicas que se caracterizan
por ser muy sintacticas, evitando el uso de palabras. En el apartado de resultados
ejemplificamos esto.

METODOLOGIA

Abordamos una investigacion cualitativa de naturaleza descriptiva, la cual se llevo
a cabo con estudiantes del Master Universitario de Educacion Secundaria
Obligatoria y Bachillerato de la Universidad de Granada. Para la recoleccion de
datos disefiamos un cuestionario semantico (Vander-Klok, 2014), este tipo de
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instrumento tiene por objetivo “recoger palabras, términos, simbolos, gréficas,
descripciones, explicaciones y otras notas que expresan y representan un modo de
apropiacion por cada sujeto del concepto considerado” (Martin-Fernandez, Ruiz-
Hidalgo y Rico, 2016, p. 56). Con el cuestionario pretendimos identificar las
nociones, correctas o no, que expresan los profesores en formacion respecto a la
nocion de derivada, ya que no era intencion del estudio, ni la finalidad de los
cuestionarios semanticos, realizar una valoracion o evaluacion del conocimiento
que tienen al respecto.

Para ello, disefiamos preguntas de respuesta abierta en las que los futuros
profesores evidenciaran su manera de entender los elementos bésicos de la
derivada, como definicion, requisitos, condiciones y algunos teoremas. Para su
construccion consideramos oportuno analizar la definicidén, interpretacion,
notacién, principales aspectos y teoremas que abordan los libros de texto al
introducir el concepto. Para ello revisamos el libro de Burgos (2007) y el de Spivak
(2012), siendo estos los mas sugeridos en las guias docente de los cursos de calculo
de las universidades espafolas (Herrera, Velasco y Ruiz-Hidalgo, 2019). Tras el
analisis y tomando en consideracion los distintos componentes y elementos del
significado que nos brinda nuestro marco tedrico, disefiamos tres tareas o
preguntas de respuesta abierta, cuyo enfoque y finalidad era el siguiente:

¢ Tarea 1: se les pidi6 a los participantes dar su definicion de derivada de una

funcion en un punto.

¢ Tarea 2: tarea de verdadero o falso, en la que los futuros docentes debian

justificar la veracidad o falsedad de enunciados dados sobre la derivada de
una funciéon en un punto (en el apartado de resultados se muestran los
enunciados).

¢ Tarea 3: los participantes debian mencionar aplicaciones de la derivada de

una funcion en un punto.

En este trabajo mostramos los resultados del analisis realizado a la tarea 2. Con la
intencion de que el cuestionario no resultara muy extenso para los participantes,
realizamos dos versiones de este, llamadas A y B. La tarea 2, de verdadero o falso,
se considerd en ambas versiones del cuestionario, en cada version se incluyeron
dos enunciados distintos, por lo que en total analizamos 4 enunciados. La finalidad
de dichos enunciados era ver qué aspectos del significado de la nocion de derivada
involucraban los docentes en formacion al justificar la derivabilidad o no de una
funcion en un punto.

La aplicacion del instrumento se desarrollé en dos momentos, uno durante el
curso académico 2016/2017 y otro en el 2017/2018, contdndose con la
participacion total de 98 estudiantes para profesor, 43 respondieron al cuestionario
A y 55 al B. Para el analisis de las respuestas obtenidas se emple6 el método del
analisis de contenido (Cohen, Manion y Morrison, 2011). Trascribimos cada una
de las respuestas obtenidas, identificando a los distintos participantes por la letra
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A o B, segun la version del cuestionario que respondieron, y un numero del 1 al
43 o del 1 al 55 segun fuera el caso.

Realizamos un andlisis detallado de cada uno de los argumentos dados a los
distintos enunciados. Primero identificamos cuantos habian acertado la veracidad
del enunciado, es decir, cuantos afirmaban que era verdadero y cudntos decian que
era falso. Seguidamente determinamos y agrupamos los argumentos para saber
cuantas justificaciones distintas dieron en cada enunciado. Para diferenciarlos y
referirnos a ellos utilizamos la codificacion que se resume en la tabla 3.

Tabla 3
Codificacion utilizada para identificar los distintos argumentos
Nume.ro de Verdadero o falso Numero de argumento
enunciado
Colocamos una V o F En cada enunciado se agruparon

Un nimero del 1 al
4 que diferencia
los enunciados
analizados

segun si el argumento habia las justificaciones dadas para
sido utilizado para justificar respaldar la veracidad o falsedad
la veracidad o falsedad del ~ enlistdndolos e identificandolos
enunciado con un numero

Por ejemplo, el codigo 2.F.3, representa al argumento 3 de lista de las
justificaciones presentadas para respaldar la falsedad del enunciado 2 (ver primera
columna de las tablas 4, 6, 8 y 10). Una vez hecho esto, procedimos a determinar:
la validez de la justificacion y el respaldo presentado en cada uno de los casos; el
elemento matematico en el que se basa la justificacion y su modo de uso; y el modo
de representar el argumento, es decir, el tipo de argumento.

Aclaramos que nuestro foco de estudio es la estructura de la argumentacion
empleada por los docentes en formacion, con independencia de la validez para
sostener la veracidad o falsedad de cualquier enunciado, es decir, los tres aspectos
estudiados los contemplamos tanto en aquellos argumentos validos como en los
que no lo son.

RESULTADOS

A continuacion, presentamos los principales resultados obtenidos de cada uno de
los enunciados de forma individual.

Primer enunciado: recta tangente vertical

El primer enunciado del cuestionario A es el que se presenta en la figura 2. De los
43 participantes hubo 5 que no contestaron nada, por lo que analizamos un total de
38 respuestas.
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) La funcién f: R — R tal que f(z) = ¥z — 1, tiene por grifica la que se muestra

en la figura 1. La recta m es tangente a la curva en = = 1; de esta forma es facil asegurar
que f es derivable en ese punto.

n

\

T T T
-4 -2 % 2 4
'

Figura 1. Gréfica de f

Figura 2. Primer enunciado del cuestionario A

En cuanto a la veracidad o falsedad, 9 participantes indicaron que el enunciado era
verdadero, aunque uno no dio justificacion; mientras que 29 aseguraron que era
falso, 2 de los cuales no justificaron. Los argumentos dados fueron muy variados,
en la tabla 4 se puede observar un resumen de las respuestas obtenidas.

Tabla 4
Argumentos dados al primer enunciado
Codigo* Justificacion Frecuencia
Determinar algebraicamente f“(x), pero algunos errores en
1.V.1 su calculo lo llevan a concluir que f'(1) = 0, afirmando 3
entonces que la funcion es derivable.
Calcular los limites laterales de la funcion derivada, cuando
1.V.2 x se aproxima a 1, concluyendo que al ser iguales a +oo, la 1
funcion es derivable.
1.V.3 En x = 1, f cambia de signo. 1
1.V4 Probar que la funcion es continua. 1
V5 Al ser una funcion continua y tener recta tangente en ese 1
T punto.
1 V 6 , (x—l){_g} ’ : 1
Ve Dado que f'(x) = ————, f’(x) es continua.
1.F.1 Dado que f'(x) no puede definirse en x = 1. 5
LF2 La pendiente de la recta tangente dada es infinita, lo cual 5

PNA 14(3)

hace a la funcion no derivable.



Analisis de los argumentos dados por docentes en formacion... 183

Tabla 4

Argumentos dados al primer enunciado

Codigo* Justificacion Frecuencia

1F3 Los limites laterales de f"(x) cuando x tiende a 1 no 6

o coinciden.

Aunque graficamente sabemos que es derivable, no es facil

1.F.4 asegurarlo, hay que probar que los limites laterales de f"(x) 2
coinciden.
Calcular algebraicamente f“(x), y por errores de calculo

1F.5 , 1
obtener f'(1) = 0; pese a esto se concluye que es falso.
Que exista recta tangente, no implica que la funcion sea

1.F.6 . 3 1
derivable en el punto de tangencia.

1L.LF.7 La recta dada no es la tangente en ese punto. 1
En este punto no es derivable al ser una raiz de la funcion

1.F.8 1
f(x).

LF.9 @)= % por lo que tendria que hacerse un cambio de 1

o variable.

1.F.10 Dar un ejemplo 1

1.LF.11 La definiciéon no se cumple 1

1.F.12  f'noescontinuaenx = 1 2

Nota. El primer numero del codigo corresponde al nimero de enunciado, la letra V o F depende
de si fue utilizado para justificar la veracidad o falsedad, el Gltimo nimero del codigo distingue
una justificacion de otra.

Se puede observar que la via de argumentacion a la que mas se recurre es calcular
algebraicamente f“(x) y a partir de ahi hacer conclusiones. Llama la atencion el
argumento 1.F.10 en donde para justificar que el enunciado es falso, el profesor en
formacion dibuja otra funcidén con una recta tangente vertical alegando que este
tipo de funciones no son derivables.

Validez y respaldo
Una vez identificados los principales argumentos, procedimos a valorar su validez
dentro del contexto dado. Aclaramos que nuestro andlisis se centrd en si el profesor
en formacion elegia una via de argumentacion valida o adecuada para cada uno de
los enunciados, pese a que la justificacion dada no fuese del todo completa (no
presente el respaldo suficiente).

Si observamos la tabla 4, apreciamos que hay varias justificaciones que no son
validas, por ejemplo: 1.V.3, 1.F.7, LF.8 y 1.F.9, ya que se usa un argumento falso
o fuera de contexto, como afirmar que la recta dada no es tangente. Del mismo
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modo, se detectan varios argumentos que pese a ser afirmaciones correctas, no son
una justificacion suficiente, por ejemplo, 1.V.4, 1.V.5, que sostienen que la
continuidad de la funcion es suficiente para la derivabilidad, o bien 1.F.12, donde
el argumento de que f'(x) no es continua en x = 1 no es concluyente sobre la
derivabilidad en el punto, al igual que 1.F.3 y 1.F.4.

Por otra parte, 1.F.1, 1.F.2, 1.F.6, 1.F.10 y 1.F.11 son justificaciones validas,
aunque sin duda algunas requeririan de mas respaldo. Asimismo, consideramos
que 1.V.1, 1.V.2, 1.V.6 y L.F.5, pese a ser justificaciones en las que se eligio una
via de argumentacion adecuada para el enunciado, presentan errores que las
convierten en justificaciones incorrectas; por ejemplo, recurrir a la expresion
algebraica de f'(x) puede ser pertinente, pero errores de calculo los hacen llegar
a una conclusion errdnea; o bien, calcular derivadas laterales es adecuado, pero
considerar la funcion derivable porque ambas tienden a infinito es un error.

Asi, en total se hallaron 16 participantes que dieron una justificacion invalida
o no concluyente; 6 que, aunque seleccionaron una via de argumentacion valida,
son incorrectas por errores cometidos; y 13 respuestas que podrian considerarse
validas.

En cuanto al respaldo presentado, tanto en justificaciones validas como en las
que no, pudimos detectar que 25 de ellas presentaban algun tipo de respaldo. Un
ejemplo se muestra en la figura 3, en la que para justificar la falsedad del enunciado
se argumenta que “el limite no es finito” lo cual se acompafia de un célculo
algebraico que lo respalda.

Justificacion
3
{/VM \/) -}1_’/ . ['> - }1 - 2/3 00
— - =5 + X
¥->0 h ho O

é"{ (:Mt‘(t ne ef ff“'f"%o .

Figura 3. Respuesta dada por el participante A38 al primer enunciado

Hay que reconocer que no en todos los casos el respaldo identificado era correcto
o suficiente; no obstante, en el analisis nos centrabamos en si habia intencion de
respaldar o no la justificacion. De hecho, 11 de los 25 respaldos detectados son
equivocos o incurren en algun tipo de error, lo cual en la mayoria de los casos los
lleva a conclusiones falsas.

Por otra parte, los 10 participantes que no sintieron necesidad de ampliar o
reforzar su justificacion, presentaban argumentos como el que se muestra en la
figura 4, en el que para apoyar la veracidad del enunciado se escribe que debe
verificarse si las derivadas laterales coinciden, pero no agrega nada mas,
probablemente si hubiese apoyado su justificacion con el calculo de dichos limites
se habria dado cuenta que el enunciado era falso.
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Figura 4. Respuesta dada por el participante S7 al primer enunciado

Elemento matematico y modo de empleo

Un aspecto importante de las justificaciones presentadas tiene que ver con el
elemento matematico en el que se basa y el modo en el que lo emplea. En la tabla
5 se puede observar como los docentes en formacion, para este enunciado, optaron
principalmente por un procedimiento algebraico o el uso de un resultado. En ese
sentido, sobresalen dos elementos: primero, la importancia del aspecto algebraico
como medio de argumentacidn y los errores de calculo que se ponen de manifiesto;
en segundo lugar, el uso de resultados incorrectos, empleandose en algunos casos

implicaciones reciprocas o contrarias que no son verdaderas.

Tabla 5
Elemento matemdatico utilizado en el primer enunciado
Elemento Base del argumento Modo Frecuencia
Aspecto La recta tangente vertical en un punto Directa 7
grafico implica no derivabilidad en dicho punto.
Procedimiento Si se conoce la derivada en un punto, se Reciproca 2
puede calcular la recta tangente
Calcular la expresion f'(x) y evaluar en Directa 11
el punto
Definicion f)-r(a) Contraria 1

, existe

Si el limite, f"(a) = lim

xX—a X
y es finito, entonces la funcién es
derivable en a.
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Tabla 5

Elemento matemdatico utilizado en el primer enunciado

Elemento Base del argumento Modo Frecuencia
Resultado Si una funcion es derivable en un punto, Reciproca 1

es continua en ese punto.

Si f es continua en a. Si lim f"(x) Directa 4
x—a

existe, entonces f'(a) = lim f’(x). (Si
x—a

la funcién derivada es continua en un
punto, entonces f es derivable en dicho
punto)

Otros 2

Contraria 7

En el caso de la definicion, al tratarse de una implicacion equivalente, decidimos
explicitar la implicacion directa que se asume y asi poder indicar una implicacién
logica utilizada, siendo conscientes de que segin como se mire (la implicacion
directa que se considere) se trataria de una implicacion reciproca o
contrarreciproca valida. En la categoria otros hemos incluido aspectos que, aunque
no tienen relaciéon alguna con la derivada (argumentos inventados), fueron
utilizado de forma directa, como la respuesta “al ser una raiz de la funcién, no es
derivable en ese punto”. Este aspecto también llama la atencion, pues algunos
futuros docentes “inventaron” justificaciones sin sentido, en lugar de recurrir a un
aspecto elemental como es la definicion misma.

En la tabla 5, también sefialamos el modo en el que cada uno de los elementos
matematicos fue utilizado, identificando la implicacion légica involucrada. Pese a
que la mayoria de las justificaciones estan escritas de la forma “Como X sucede (o
no sucede), entonces Y, lo que buscamos es el uso logico que se le da a los
elementos matematicos. Por ejemplo, quienes aseguran que el enunciado es
verdadero dado que la funcién es continua estan usando el reciproco de un
resultado. En otro ejemplo se asegura que el reciproco de una afirmacion no
siempre es verdadero al escribir: “si una funcion es derivable en un punto, la
derivada nos permite calcular la recta tangente en ese punto, pero que haya recta
tangente no implica que podamos calcular la derivada”.

De este modo, 25 elementos matematicos fueron utilizados de manera directa,
3 haciendo uso de la implicacion reciproca y 8 de la contraria.

Modo de representar el argumento

De los 35 argumentos, uno de ellos es de tipo perceptual, es decir, se limit6 a un
dibujo de una funcion que, al igual que la dada en el enunciado, presentaba una
recta tangente vertical y esto la hacia no derivable. Los 34 restantes hicieron uso
de simbolos y palabras para representar su argumento, aunque unos fueron mas
simbdlicos que otros; tal como se puede ver en la figura 5, donde la respuesta dada
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por A29 es simbolica, mientras que la de A22 es totalmente narrativa, pese al uso
de algunos simbolos matematicos.
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Figura 5. Respuestas dada por los participantes A29 y A22 al primer enunciado

De esta forma, 20 de ellos utilizaron principalmente un argumento narrativo
mientras que 14 emplearon mayormente simbolos.

Segundo enunciado: funcion definida en dominio discreto

El segundo enunciado propuesto a los participantes en el cuestionario A es el que
se muestra en la figura 6. Dos de los participantes no respondieron, por lo que en
total se analizaron 41 argumentos.

2. () Parala funcién f: N — R; tal que f(z) = 2* + 2z — 1, se cumple que f es derivable
en r = 1, v ademas f'(1) = 5.

Figura 6. Segundo enunciado del cuestionario A

Este enunciado es sin duda uno de los que mas llama la atencion, ya que, de las 41
respuestas obtenidas, 26 de ellas aseguran que el enunciado es verdadero y 15 que
es falso. De forma general, las justificaciones dadas se sintetizan en la tabla 6, en
la que nuevamente se aprecia que el argumento mas empleado tiene que ver con el
proceso algebraico para calcular derivadas (reglas de derivacion).

Tabla 6

Argumentos presentados al segundo enunciado

Codigo  Justificacion Frecuencia
2.V.1 Calcular algebraicamente f"(x) y evaluar 15
2.V.2 La funcién y su derivada son continuas en x = 1 6
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Tabla 6

Argumentos presentados al segundo enunciado

Codigo  Justificacion Frecuencia

2.V.3 La funcidn es un polinomio continuo 4

2.V4 Al calcular el limite que define derivada se puede 1
comprobar que la funcion es derivable

2.F.1 La funcidén no es continua

2.F2 Para que una funcion sea derivable en un punto es necesario 4
que este sea de acumulacion

2F3 La derivada involucra calculo de limites, lo cual no tiene 4
sentido en un dominio discreto

2.F4 No se puede definir N en R (biyectividad) 2

2.F.5 Al derivar y evaluar f'(1) # 5 1

Nota. El primer numero del codigo corresponde al nimero de enunciado, la letra V o F depende
de si fue utilizado para justificar la veracidad o falsedad, el Gltimo nimero del codigo distingue
una justificacion de otra.

Validez y respaldo

De los argumentos dados, 2.F.2 y 2.F.3 se consideran justificaciones validas.
Precisamente la intencion principal del enunciado era observar si los docentes en
formacion atienden a los requisitos necesarios para que pueda definirse la derivada
en un punto. Un caso interesante ocurre con el argumento 2.V.4, pues una via de
argumentacion valida es recurrir a la definicion, el problema en este caso es que
omite los requisitos y va directamente al calculo del limite que define la derivada
de una funcion en un punto.

Los argumentos restantes (33) no son validos para el enunciado dado. Al
tratarse de una funcion de dominio discreto, se considera que es una funcion
continua en todos sus puntos del dominio (Apostol, 2002), de esta forma no tiene
sentido decir que la funcién es discontinua. Sin embargo, dicha condicion de
continuidad tampoco es suficiente para hablar de derivabilidad, por lo que
argumentos como 2.V.2, 2.V.3 o 2.F.1 no son validos. Ademas, 2.F.4 no tiene
relacion con la derivabilidad, y en 2.V.1 se asume la derivabilidad, lo cual es un
error.

En cuanto al respaldo que dan los docentes en formacion a sus argumentos, en
este enunciado la mayoria de ellos dio algun respaldo a sus justificaciones (33 de
los participantes), principalmente del calculo algebraico realizado para determinar
f’(x) o para “verificar” si la funcion era, o no, continua.
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Elemento matematico y modo de empleo

Dada la naturaleza de los argumentos empleados, el elemento mas utilizado fue el
procedimiento algebraico (reglas de derivacion) para calcular la expresion f'(x),
seguido del empleo de algin resultado, tal como se aprecia en la tabla 7.

Tabla 7
Elemento matematico utilizado en el segundo enunciado
Elemento Base del argumento Modo Frecuencia
Definicion Si el limite, f*(a) = lim fx)-f(a) Directa 1
’ x—-a x—a ’

existe y es finito, entonces la
funcion es derivable en a.

Requisitos La derivada de una funcién en un Contrarreciproca 8
punto se define en puntos de
acumulacion

Procedimiento Calcular la expresion f'(x) y Directa 16
evaluar

Resultado Si una funcion es derivable en un Contrarreciproca
pgnto, entonces es continua en Reciproca

dicho punto.

Si f es continua en a. Si li_r)n f (%) Directa 6

existe, entonces f'(a) = 111;51 f(x).

(La derivada es continua en un
punto, entonces es derivable)

Otros 2

Incluimos en “otros” los dos argumentos que recurrieron a la nocion de funcion
biyectiva, al no tratarse de un elemento matematico relacionado directamente con
el concepto de derivada. Para este enunciado, los elementos matematicos se
emplearon haciendo uso de las distintas implicaciones logicas. Pese a que la
mayoria utiliza los elementos de manera directa, se hallaron 4 implicaciones
reciprocas y 12 contrarreciprocas.

Modo de representar el argumento
En este enunciado el tipo de argumento que predominé fue el simboélico, con un
total de 25 argumentos y 16 de tipo narrativo.

Tercer enunciado: derivabilidad en un maximo local

En la figura 7 se muestra el primer enunciado del cuestionario B, el cual se le
aplicé a 55 participantes, sin embargo 2 no lo respondieron, por lo que en este caso
se analizaron 53 respuestas.
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1. () Para la funcién ¢, cuya grafica se muestra en la figura 1

-6

Figura 1. Grifica de g
Se puede afirmar que como ¢ tiene un maximo local en z = 2, entonces ¢'(2) = 0.
Figura 7. Primer enunciado del cuestionario B

Para este enunciado, 11 de los futuros docentes consideraron el enunciado como
verdadero (3 de ellos no dieron justificacién), mientras que 42 sefialaron que era
falso (1 de ellos sin justificar). De manera sintetizada, los argumentos utilizados
se presentan en la tabla 8. Al igual que en el primer enunciado se encontrd gran
variedad de argumentos, sobre todo para asegurar la falsedad de este.

Tabla 8
Argumentos dados al tercer enunciado
Codigo Justificacion Frecuencia
3.F.1 La funcién presenta un “pico” en x = 2 9
3.F.2 Hay un cambio brusco de monotonia 2
3.F3 Las derivadas laterales en ese punto no coinciden 5
3.F4  Lapendiente de la recta tangente en ese punto es infinita 1
3.F.5  La funcidén no es derivable en ese punto 10
3.F.6 Al ser una funcion a trozos, su derivada no es continua 3
3.F.7  Los limites laterales de g"(x) no coinciden 4
3.F.8  No se puede saber, pues no se conoce la expresion algebraica 1
3.F.9  Sila funcion es derivable en un maximo, f’(x) = 0, pero no 2
en todos los méximos la funcién tiene que ser derivable.
3.F.10 No es derivable al tratarse de un punto silla. 2
3.F.11 El punto no es un maximo 1
3.F.12 Laposicion de la recta tangente 1
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Tabla 8

Argumentos dados al tercer enunciado

Codigo Justificacion Frecuencia
3.V.1  Laderivada se anula en los extremos de una funcion 7
3.V.2  No existe tangente, por tanto, es cero 1

Nota. El primer numero del codigo corresponde al nimero de enunciado, la letra V o F depende
de si fue utilizado para justificar la veracidad o falsedad, el Gltimo nimero del codigo distingue
una justificacion de otra.

Validez y respaldo

En cuanto a la validez del argumento consideramos que la mayoria de ellos, 35
para ser exactos, eligen una via de argumentacion valida, aunque no siempre con
el suficiente respaldo. De hecho, 22 de los argumentos validos no presentaron
respaldo alguno, limitdndose a indicar que la funcidén no es derivable en el punto
o simplemente afirmando que, dado que la funcion presenta un “pico”, esta no es
derivable en ese punto.

En el caso de los 14 argumentos no validos, se tratan principalmente de
justificaciones que, aunque basadas en aspectos matematicos verdaderos
(procedimiento para hallar maximos y minimos, por ejemplo 3.V.1), son utilizados
en un contexto inadecuado. O bien se trata de justificaciones sin fundamento
matematico; por ejemplo, sefialar que “en el punto no ocurre un maximo; o bien
que no podemos asegurar nada porque no conocemos la expresion algebraica de la
funcion”. Este ultimo llama bastante la atencion, pues la importancia que se le da
a la expresion algebraica se evidencié ademas en dos participantes que se vieron
en la necesidad de determinar la expresion algebraica que define la funcion, para
poder comprobar que las derivadas laterales no coincidian.

De estos 14 argumentos no validos, 6 de ellos no presentaban respaldo. Entre
otras cosas, subrayamos el uso de justificaciones o argumentos en contextos
inadecuados y la poca necesidad manifestada de respaldar tales justificaciones. En
el caso de los 21 argumentos que presentan respaldo, no siempre se trata de
respaldos suficientes o correctos. En concreto, detectamos que cuatro de ellos son
respaldos falsos o inventados. Ademads, se identificaron casos en los que se
plantean aspectos no concluyentes. Sin embargo, nuestro interés en este trabajo
tiene mas que ver con la intencion o la necesidad manifestada por los futuros
docentes de respaldar la justificacion.

Elemento matematico y modo de empleo

Los elementos matematicos utilizados para este enunciado se resumen en la tabla
9. El aspecto grafico fue lo méas empleado, particularmente el punto anguloso,
seguido del uso de algun resultado.
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Tabla 9
Elemento matematico utilizado en los argumentos
Elemento Base del argumento Modo  Frecuencia
Grafico Una funcidn no es derivable en los puntos Directa 9
en los que la grafica presenta un “pico”
Una funcioén no es derivable en los puntos Directa 2
en los que se presenta un cambio brusco de
monotonia
Definicion Si el limite, f*(a) = chl—r}(lz w’ existe y Contraria 1
es finito, entonces la funcion es derivable
ena
Si en un punto las derivadas laterales Contraria 5

existen y son iguales, entonces la funcion
es derivable en el punto

Resultado Dada una funcién derivable en a. Si f Directa
al,canza un extremo relativo en a, entonces Reciproca b
f@=0
Si f es continua en a. Si lim f'(x) existe,  Contraria 7
x—a

entonces f'(a) = lim f'(x). (La derivada

es continua en un punto, entonces es

derivable)

Procedimiento Para hallar médximos y minimos de una Reciproca 2
funcion, se resuelve la ecuacion f'(x) = 0

Otros 6

A la lista anterior debe agregarse los 10 docentes en formacion que solo indicaron
que era falso ya que la funcién no era derivable en el punto dado. Aunque podria
suponerse que el elemento matematico que emplean es el primer resultado de la
tabla 9, y que se refieren a que las condiciones necesarias no se satisfacen, no
podemos asegurarlo dado que no dan mayor explicacion.

Ahora bien, la mayoria de los sujetos que afirmaron que el enunciado era
verdadero se basaron tanto en el primer resultado mencionado en la tabla 9, como
en el hecho de que “para hallar maximos y minimos hacemos f"(x) = 0, por lo
tanto, si en x hay un maximo, la derivada se anula en ese punto”. Aunque
claramente este tltimo argumento es basado también en el resultado mencionado,
decidimos separarlo, pues la forma en la que el futuro profesor lo presenta no es la
misma, en esta los participantes se estan basando principalmente en un
procedimiento que se recuerda. En ambos casos, vemos que el error en el
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argumento es no considerar las condiciones necesarias para que la proposicion se
cumpla o bien para poder aplicar el procedimiento.

Un argumento interesante presentado fue uno en el que el participante intenta
explicar que el enunciado no es cierto “pues el reciproco del teorema no siempre
es verdadero”. Aqui el futuro profesor alega que “el hecho de que f'(x) = 0 no
implica necesariamente que haya un maximo o minimo, pues puede tratarse de un
punto de inflexion”. El argumento nos muestra que el futuro profesor es consciente
de que el ejemplo mostrado es un caso en el que hay un maximo o minimo pero la
derivada no se anula, pero no se da cuenta de que no se trata de que el reciproco
sea o no verdadero, sino que hay una condicién necesaria, la derivabilidad de la
funcion en el punto, que no esta siendo tomada en cuenta.

Por otra parte, los docentes en formacién que intentaron respaldar su
justificacion no siempre lograban enlazar las ideas que presentaban. De este modo,
hay un elemento matematico adicional que 8 de los participantes consideraron: la
funcion es continua en el punto dado, no obstante, no lo enlazan con el resto de su
justificacion.

Finalmente, al igual que en los anteriores enunciados, muchos prefieren
aplicar de manera directa algin resultado que les justifique de forma inmediata la
validez o falsedad del enunciado. Aunque, en este caso, observamos también el
uso erréneo de implicaciones contrarias o reciprocas de algunos elementos
matematicos.

Modo de representar el argumento

Al tratarse de argumentos tan especificos y puntuales, la mayoria de ellos se
presentaron de forma narrativa empleando complementariamente alguna notacion.
No obstante, identificamos que 5 de los argumentos se presentaron principalmente
de manera simbdlica, determinando la expresion algebraica de la funcion de
manera que pudieran corroborar que las derivadas laterales no coincidian, por lo
que se trataba de argumentos creados a partir de una manipulacion algebraica.

Cuarto enunciado: funcion discontinua

El segundo enunciado del cuestionario B se presenta en la figura 8. De los 55
participantes, 16 consideraron el enunciado como verdadero, pero solo 13
presentaron alguna justificacion; 37 indicaron que era falso, uno de los cuales no
dio justificacion; y dos no contestaron nada. Por lo que analizamos en total 49
justificaciones.
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?4+1 s >0
satisface que lim A'(z) = lim A'(z) = 0. Por lo tanto k'(0) = 0.
r—0 r—0+

—r2—1 si 2 0
2. ( ) La funcién h(z) = cuya grafica se muestra en la figura 2,

Figura 2. Grifica de h

Figura 8. Segundo enunciado del cuestionario B

En este caso los argumentos empleados fueron menos variados que en los otros
enunciados, tal como se observa en la tabla 10. En particular, tuvo més predominio
el hecho de que la funciéon no era continua, aunque la via algebraica para
argumentar sigue presentandose.

Tabla 10
Argumentos presentados al cuarto enunciado
Codigo  Justificacion Frecuencia
4.V.1  Derivar la funciéon dada y evaluaren x = 0 8
4.V.2  Tanto a la izquierda como a la derecha la recta tangente 1
es la misma

4.V.3  La funcion derivada es continua en x = 0 1
4.V.4  Los limites laterales de h"(x) coinciden 2
4.V.5  Por definicion 1
4.F.1 La funcién no es continua 34
4.F.2  Ladefinicion de derivada no se satisface 1
4.F.3  No es derivable al ser una funcion a trozos 1

Validez y respaldo

De los 49 argumentos analizados en este enunciado, nos damos cuenta de que
precisamente las 13 justificaciones que apelan la veracidad del enunciado no son
validas, aunque destaca que todas ellas contaban con algun respaldo
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(principalmente el calculo realizado al utilizar el argumento 4.V.1). Asi, pese a ser
una via de argumentacion incorrecta, el respaldo presentado era correcto. También
se considera el enunciado 4.F.3 como una justificacion no valida, pues no es un
hecho concluyente para la no derivabilidad.

De los 35 argumentos validos (basicamente los que justificaban la falsedad del
enunciado), solo 8 de ellos presentaron algin respaldo a su justificacion. Un
ejemplo de esto se aprecia en la figura 9, donde el argumento mas empleado (el
hecho de que la funcién no era continua) fue utilizado sin dar respaldo, como la
respuesta de B18, o bien, respaldando la justificacion haciendo alusion al teorema
y ademads probando algebraicamente que la funcion no era continua, como se
muestra en la respuesta de B19.

Justificacion

y -~

/ | ’ | ¢

Ca v 10 )r\‘ o o ~ roo N
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f{;no_ hix)= -4 ]:)lﬁgmdcf, hGd ™ @s cnlivva
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Figura 9. Respuestas dadas al cuarto enunciado por los participantes B18 y B19
respectivamente

En total se tienen 21 justificaciones con respaldo (correcto), mientras que 28
docentes no sintieron la necesidad de presentar respaldo alguno.

Elemento matematico y modo de uso

Al prestar atencion al elemento matematico empleado nos damos cuenta de que
argumentos similares hacian alusion a elementos matemadticos distintos, por
ejemplo, en la figura 10 se pueden ver dos justificaciones basadas en la continuidad
de la funcién. Sin embargo, una emplea la continuidad como condicion necesaria
(respuesta de BS), mientras que otra hace referencia al contrarreciproco de un
teorema o resultado (respuesta de B28).
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Figura 10. Respuestas dadas por los participantes BS y B28 al cuarto enunciado

De esta forma, en la tabla 11 se muestran los elementos matematicos utilizados en

el cuarto enunciado.

Tabla 11
Elemento matematico utilizado en el cuarto enunciado
Elemento Base del argumento Modo Frecuencia
Grafico Posicion de la recta tangente Directa 1
Definicion  g; el limite, f"(a) = lim /=L@, Directa !
x—a - .
existe y es finito, entonces la Contraria 1
funcion es derivable en a.
.. La funcién debe ser continua para Contraria 10
Requisitos .
poder ser derivable
Procedimiento Calcular la expresion f'(x) y Directa 8
evaluar
Resultado o Si una funcion es derivable en un Contrarreciproca 24
relacion punto, entonces es continua en dicho
punto.
Si f es continua en a. Si lim f"(x)  Directa 3
x—a
existe, entonces f'(a) = lim f'(x).
x—a
(Si la funcion derivada es continua
en un punto, entonces f es derivable
en dicho punto)
Otros 1

No sorprende que los elementos méas empleados hayan sido el algebra de derivadas
y los que tienen que ver con la continuidad de la funcion. Lo que si nos sorprende
es el poco uso de la definicion de derivada, quienes la emplearon solo afirmaron
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que la definicion no se satisface, pero no lo respaldan (no llevan a cabo el calculo
del limite). En cuanto al modo del argumento, en este enunciado predomind el uso
de la implicacion contrarreciproca, dado que el elemento matematico mas
empleado fue el resultado sobre la relacion de la derivabilidad y la continuidad.

Modo de representar el argumento

Para este ultimo enunciado, se identificaron 39 argumentos narrativos. Aunque
muchos de estos se apoyaron en simbolos al presentar su respaldo, los incluimos
como narrativos al ser las palabras el principal sistema de representacion. Los 10
argumentos restantes se consideran meramente simbolicos.

DISCUSION Y CONCLUSION

En este trabajo nos plateamos como objetivo analizar los argumentos que dan los
docentes en formacion al justificar la veracidad o falsedad de un enunciado sobre
la derivabilidad de una funcion en un punto. Los resultados obtenidos para algunos
de los aspectos analizados se resumen en la tabla 12.

Tabla 12
Resumen de los resultados obtenidos para cada uno de los enunciados
Enunciado Veracidad Validez Respaldo Eleme’n _to Modo
o falsedad matematico
Validos Sin respaldo
V() (19) (10) Procedimiento )
Narrativo
F (29) No vélidos  Con respaldo Resultado
(16) (25)
e Sin respaldo
, Ve VilidesQ) 3) Procedimiento
a1 imbolico
F (15) No validos Con respaldo Resultado
(33)
(33)
Validos Sin respaldo
V(11) (35) (28) Resultado _
3 i Narrativo
F (42) No vélidos  Con respaldo Grafico
(14) (21)
Validos Sin respaldo
V (16) (35) (28) Resultado _
. Narrativo
F (37) No vélidos  Con respaldo Requisito
(14) (21)

El analisis permitio la consecucion de los cuatro objetivos especificos establecidos.
En cuanto al primer objetivo especifico, identificamos argumentos que no tienen

PNA 14(3)



M. F. Vargas, J. A. Fernandez-Plaza y J. F. Ruiz-Hidalgo 198

validez dentro del contexto dado, y pese a que podria creerse que se trataba de los
argumentos de los participantes que consideraron como verdadero alguno de los
enunciados cuando en realidad no lo eran, los resultados nos muestran que la
validez no se limit6 a esto, pues en todos los casos hubo mas argumentos no validos
que respuestas que consideraban el enunciado como verdadero. Otro aspecto
interesante es que muchos “resultados” (no siempre verdaderos) o propiedades son
aplicados sin necesidad de respaldo o mayor justificacion. En los cuatro
enunciados se identificaron argumentos sin respaldo tanto en aquellos
considerados validos como en los que no. Incluso, tal como se detalld en los
resultados, el respaldo presentado no siempre era suficiente o adecuado.

En cuanto al segundo objetivo especifico sobre el elemento matematico
empleado, se aprecia el escaso uso que se le da a la definicioén de derivada, teniendo
mayor protagonismo el proceso algebraico del célculo de la funcion derivada y
diversas propiedades o resultados. Esto nos parece relevante, pues manifiesta una
tendencia por parte de los docentes en formacién a “buscar una regla”, cuya
aplicacion de forma directa justifique su posicion. Vemos como al igual que los
estudiantes, los docentes en formacion suelen reducir los argumentos a una
sentencia Unica (Ortiz-May, 2018).

El tercer objetivo consistia en analizar la influencia o el papel de las distintas
implicaciones logicas en el uso de los elementos matematicos. Al comparar los
resultados obtenidos en cada uno de los enunciados, pudimos detectar, por
ejemplo, que la no validez de los argumentos tiene principalmente dos origenes:
uso de resultados inventados por los participantes (sin sentido) o el considerar
como verdaderas implicaciones contrarias o reciprocas de algunos procedimientos
o resultados.

Finalmente, para conseguir el cuarto objetivo especifico, se determiné el modo
de representacion de los argumentos, destacando los narrativos y simbdlicos,
aunque como se aprecia en el apartado resultados solo un futuro docente recurrid
a un tipo de argumento distinto: el perceptual (dibujo).

Un aspecto de interés, aunque no era foco de este trabajo, son los errores
cometidos en tareas escolares sobre la derivabilidad de una funcion.
Principalmente en el enunciado 2, donde la mayoria pasa por alto un requisito
indispensable para poder definir la derivada en un punto. O en el cuarto enunciado,
donde el aspecto algebraico pareciera tener mas fuerza que la definicién misma.
Coincidimos con Boesen, Lithner y Palm (2010) en que las principales dificultades
se deben a que los estudiantes, en nuestro caso docentes en formacion, se enfocan
en aspectos superficiales. Fuentealba, Badillo, Sdnchez-Matamoros y Céarcamo
(2019) ya han mostrado las distintas dificultades que se ponen de manifiesto al
resolver problemas no rutinarios y que requieren de comprender el concepto de
derivada. Sin embargo, en nuestro caso, hemos evidenciado como estos problemas
se presentan también en la justificacion de tareas basicas.

Algunos autores consideran que una raiz del problema tiene que ver con darle
prioridad a lo analitico, limitando el aprendizaje a una comprension parcial e
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instrumental del concepto (e. g., Fuentealba etal., 2018), lo que también
predomina en los libros de texto escolares (Vargas, Fernandez-Plaza y Ruiz-
Hidalgo, en prensa). Esta vision procedimental de la matematica, tal como senalan
Selden y Selden (1987), basada en la simple reproduccion y aplicacion de
propiedades, repercute negativamente en las habilidades de razonamiento. De ahi
la importancia de reforzar el aprendizaje conceptual mas alla de la parte
algoritmica, complementando con los sistemas de representacion y los sentidos y
modos de uso, lo que desde nuestro marco permitiria significados mas ricos.

Finalmente, caracterizar los argumentos dados por docentes en formaciéon nos
permite vislumbrar parte del significado que estos le dan al concepto de derivada.
Los razonamientos, como parte de la estructura conceptual, son parte del
significado del concepto matematico. El andlisis aqui presentado nos permite
ampliar los hallazgos obtenidos en Vargas (2017), donde se identificaron 5 perfiles
o significados dados a la derivada por docentes en formacion:

Geométrico-variacional: quienes consideraban la derivada mediante
interpretacion geométrica y como un limite, haciendo ademas alguna mencion de
sus condiciones y resultados.

Geométrico-elemental: destacando solo la interpretacion geométrica de la
derivada y sus respectivos resultados y condiciones.

Geométrico-algebraico: define la derivada mediante su interpretacion
geométrica y da relevancia al trabajo algebraico como herramienta para
argumentar.

Formalista: el Unico basado tnicamente en la definicién y los requisitos
implicitos.

Simbolico-elemental: referido a casos especificos en los que se identificaron
muy pocos elementos de la derivada.

Los resultados aqui descritos nos reafirman lo que destaca de esos perfiles: los
docentes en formacidén recurren principalmente a aspectos algebraicos para
argumentar y a elementos y resultados basicos que puedan utilizar de manera
directa, lo que los sitia principalmente en los perfiles geométrico-elementales
(definir la derivada recurriendo a su interpretacion geométrica y fundamentar los
argumentos de manera directa mediante condiciones o teoremas) y geométrico-
algebraico (definir la derivada mediante su interpretacion geométrica, destacando
el trabajo algebraico como herramienta para argumentar).
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